DS4 — Seconde

Corrigé
Exercice 1 (4,5 pts.)
1.
¢ |—4 -3 ~0,5 2
0 2.5
f(x) \ / \
—0,5 —1
2. La fonction f est décroissante sur [—4; —3]
La fonction f est croissante sur [—3; —0, 5]
La fonction f est décroissante sur [0, 5; 2]
3. Le maximum de f sur [—4;2] est 2,5, atteint en x = —0, 5.

Le minimum de f sur [—4;2] est —1, atteint en z = 2.

Exercice 2 (4,5 pts.)

1. Les courbes de f, g et h observées sur la calculatrice ont les allures suivantes :

Expressions Graphigue Tableau
Auto Axes Maviguer Calecul Auto Axes Naviguer Calecul
-8 -4 8 4 B
-40
-8 -4 ]
-80
17m _4
x=0  (x) =0 x=-0.57T f(x)=3.50877153
F1cURE 1 — Courbe de f. F1GURE 2 — Courbe de g.

Expressions Graphigue Tableau
Auto Axes Maviguer Calecul
owu+
480+

w=-0.57 f(x)=-0. 925965

FIGURE 3 — Courbe de h.

On conjecture a l'aide de ces figures que f est paire (car sa courbe semble symétrique par rapport a l’axe
des ordonnées), g et h impaires (car leurs courbes semblent symétriques par rapport a lorigine du repeére).



2. Démontrons que f, définie sur R est paire. Soit € R. Alors :

f(=z) = =3 (=)’
= —32?
= f(a).
Donc, pour tout z € R, f(—xz) = f(z), ce qui prouve que f est paire.

Démontrons que ¢, définie sur R* est impaire. Soit x € R*. Alors :

2
)= 2

g(=z) = -—
2
oz
--(-3)
B x
= —g(x)

Donc, pour tout = € R*, g(—z) = —g(x), ce qui prouve que g est impaire.

Démontrons que h, définie sur R est impaire. Soit x € R. Alors :

h(—x) = 5(—x)3
= —5z3

= —h(x).

Donc, pour tout z € R, h(—x) = —h(x), ce qui prouve que h est impaire.
Exercice 3 (4 pts.)
1.
yA

4

2. O f est croissante sur I si, pour deux nombres u et v de I, u < v et f(u) < f(v)
f(v)
f(v)
3. a) Les nombres 3 et 4 sont dans U'intervalle [2;5], 3 < 4 et f est décroissante sur [2; 5], donc f(3) > f(4).

@ f est croissante sur I si, pour tout nombres u et v de I, si u < v alors f(u) <
<

O f est croissante sur I si, pour tout nombres u et v de I, si u < v alors f(u)

Dit de fagon plus concise (et sans perdre en rigueur) :
On a2 <3 <4 <5 et fest décroissante sur [2;5], donc f(3) = f(4).

b) Onab < x <y<8et f est croissante sur [5;8] donc f(z) < f(y).

¢) Ona f=28+1=2+1donc? €[2;5]. Or f est décroissante sur [2;5] avec f(2) =4 et f(5) = -2,
donc le meilleur encadrement de f (%) qu’on peut obtenir a partir des données est —2 < f (%) < 4.

On a 6 € [5;8] et f est croissante sur [5; 8] avec f(5) = —2 et f(8) = 5, donc le meilleur encadrement
de f(6) qu’on peut obtenir & partir des données est —2 < f(6) < 5.

On voit que ces deux encadrements ne permettent pas de comparer f (%) et f(6).



d) Six € [2;11], alors un seul des trois suivants est possible, et ces cas s’excluent mutuellement.
Si z € [2;5] alors, puisque f est décroissante sur [2; 5] avec f(5) = =2, f(z) = —2.
Si z € [5; 8] alors, puisque f est croissante sur [5; 8] avec f(5) = =2, f(z) > —2.
Si x € [8;11] alors, puisque f est décroissante sur [8;11] avec f(11) =0, f(x) > 0, donc f(z) > —2.
Dans tous les cas f(x) > —2.

Donc limplication «si x € [2;11] alors f(x) > —2» est vraie.

Exercice 4 (4 pts.)
1. On calcule f(-3) :
f(=3) = =(=3)* +3(=3) +5
= -9-9+5
=-13
Donc f(—3) = —13.
On calcule f(2 +/3).

f2+V3)=-2+V3)>+32+V3)+5
=—(44+4V3+3)+6+3V3+5
=-7T—-4V/3+11+3V3

=4-3
Donc f(2+v3) =4 — /3 (~2,26).
2.
x -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
F@ | —13 | =5 1 5 7 7 5 1 5
z 0.5 | 05 1.5 | 25 | 3.5
7@ | 325 | 6,25 | 725 | 6,25 | 3,25
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4. On calcule f(z ) = f(3).

1 3

=—-4+Z45
1t

_ 1.6 2

T4 4 4

_%

T4

=6,25

Donc f(xa) =6,25# 6,26 = ya, donc A ¢ 6.
5. On résout sur R P'équation f(z) = 5.

—2*+3x+5=5
— 22 +3x=0
z(—x+3)=0 équation produit nul

Soit z =10 Soit —2z+3=0
rz=3

Donc les antécédents de 5 par f sont 0 et 3.

Exercice 5 (3 pts.)
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1. Le réel x = AE. Or E € [AB], ot AB = 10, donc z € [0;10].
2. Le quadrilatére AEFG est un carré de co6té AE = x donc d’aire &/ (AEFG) = 22
Le quadrilatere FICH est un carré de c¢6té FI = 10 — z donc d’aire 7 (FICH) = (10 — z)2.

On veut

o (AEFG) + o/ (FICH) < 58
22 + (10 — x)* < 58
2?4100 — 22 + 22 < 58

22% — 20 +42<0

Donc le probléme posé revient & résoudre sur I I'inéquation 22? — 2z + 42 < 0.
3. Soit z € 1. On a

(22 — 6)(x — 7) = 22? — 142 — 62 + 42
= 2% — 20z + 42

Donc, pout tout x € I, 222 — 20z + 42 = (22 — 6)(z — 7).



4. a) Onrésout sur I (2o —6)(z—7) < 0, qui est une inéquation produit a deux facteurs du premier degré.

20 —6=0 x—T7=0
=3 =7
x 0 3 7 10
2 — 6 - 0 + +
x—17 — - 0 +
(22 —6)(x —7) + 0 — 0 +

Donc, d’apres le tableau de signes, (22 — 6)(z — 7) < 0 sur I ssi x € [3;7].

b) Donc les solutions du probléme posé sont toutes les positions du point E telles que AE € [3;7].

Exercice 6 (1 pt. bonus)
Soit f affine définie sur R par une expression de la forme f(z) = ax + b ol a, b sont deux réels. Supposons que
f soit telle que, pour tout x € R, f (f(z)) = 4« — 3. Alors :

flax +b) =42 —3
alar +b)+b=4x —3
a’r + (ab+b) = 4z — 3

En particulier, pour =0 : ab+b = —3, et pour = 1 : a® +ab+ b = 1, d’ott on déduit a® = 4, soit a = 2 ou
a=—2.

Sia=2,ab+b=3b=-3,doub=—1et f(z) =2z —1.

Sia=-2,ab+b=-b=-3,doub=3et f(z)=—22+3.

Réciproqument, si f est affine définie sur R par f(z) = 2z — 1, alors, pour tout € R, f(f(z))2(2z —1) — 1=
4x —2—1 =4z — 3, donc f convient. De méme, si g est affine définie sur R par g(x) = —2x + 3, alors pour tout
z eR, g(g(x)) = —2(—2x+3)+3 =42 — 6+ 3 = 42 — 3, donc g convient.

En conclusion, il existe deux fonctions affines telles que, pour tout € R, f(f(x)) = 4« — 3, les deux fonction
f et g définies sur R par f(z) =2z —1 et g(a) = —2x + 3.



