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Chapitre 1

Nombres complexes

« La voie la plus courte et la meilleure entre deux vérités du domaine

réel passe souvent par le domaine imaginaire. »

— JAcQUES HADAMARD (1865-1963)

1.1

1.2

1.3

1.4
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1.1 Le corps des nombres complexes

1.1.1 Définition, conjugaison, module

Le carré de tout nombre réel étant positif, ’équation

n’admet aucune solution réelle. Nous admettrons qu’il existe un ensemble de nombres A ayant les propriétés

suivantes.

2?2 =-1

— R CA.
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— On peut additionner, soustraire et multiplier les éléments de A en utilisant les régles usuelles de 1’algébre.

— L’équation 22 = —1 admet au moins une solution sur A.

On note i une solution de cette équation.

Définition 1.1.1

On appelle corps des nombres complexes I’ensemble des nombres = + iy ou x et y sont réels.

Remarque

= C est stable par les opérations d’addition, de soustraction et de multiplication.
Définition 1.1.2

Pour tout nombre complexe z, il existe un unique couple de réels (z,y) tel que z = x + iy. Les réels = et

y sont respectivement appelés partie réelle et partie imaginaire de z. On note

Vocabulaire

= On appelle forme cartésienne de z € C, toute écriture de la forme z = x + iy ot x,y € R. La proposition
précédente affirme que quel que soit z € C, cette écriture existe et est unique.

= Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle. On dit qu’un nombre complexe
est imaginaire pur lorsque sa partie réelle est nulle. L’ensemble des nombres imaginaires purs est donc

iR = {iy: y € R}.

= Soit R = (O, e, e ) un repére orthonormé direct du plan. A tout nombre complexe z = z + iy, on associe
le point M dont les coordonnées dans le repére R sont (z,y). On a donc

OM =& +yés
et on dit que M a pour affixe z. Pout tout point M du plan, il existe un unique z € C tel que M a pour
affixe z; on dit alors que z est l’affize du point M. On a ainsi identifié C avec ’ensemble des points du plan.
Remarques
= Si x1,Y1,%2,y2 € R sont tels que
r1 +iy; = w2 + iy2,

alors x1 = x9 et y1 = y2. On dit souvent qu’on procéde par identification, mais cette terminologie est abusive.
On utilise en fait la proposition précédente et on dira plutdt "par unicité de ’écriture algébrique".

= ATTENTION : de méme qu’on ne peut pas écrire d’inégalités entre les points du plan, les inégalités entre
nombres complexes n’ont aucun sens.

Un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont.

Soit z et 2z’ deux nombres complexes, A et p deux réels. Alors
— Re(Az + pz’) = ARe(z) + pRe(?),
— Im(Az 4+ p2’) = AIm(z) + pIm(2').

Remarque

= Attention, 'identité Re(zz’) = Re(z) Re(z’) est fausse. Par exemple Re(i-1) = —1 et Re(i) Re(i) = 0.
Définition 1.1.3
Soit z un nombre complexe. On appelle conjugué de z et on note Z le nombre complexe

zZ=x—1y

ou z et y sont respectivement la partie réelle et imaginaire de z.
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EN|

Remarque

= Si M est le point d’affixe z € C, le point M’ d’affixe Z est le symétrique de M par rapport a 'axe (Ox).

Proposition 1.1.3

Soit z, 2" € C. Alors

\

Définition 1.1.4

Soit z un nombre complexe. On appelle module de z et on note |z| le nombre réel positif

el = v/ 5

ou z et y sont respectivement la partie réelle et imaginaire de z.

\.

\

Remarques
= Si z € R, le module de z est sa valeur absolue.
= Si M est le point d’affixe z, le module de z est la distance OM. Si A et B sont deux points d’affixes respectives
a et b, alors AB = |b— a.
= SiaeCetr>0
— {2z € C||z—a|l =r} est le cercle de centre a et de rayon r.
— {2z € C||z—a|] <r} estle disque fermé de centre a et de rayon r.
— {2z € C||z—a|] <r} est le disque ouvert de centre a et de rayon r.

Définition 1.1.5

On note U I'ensemble des nombres complexes de module 1.

Remarque

= L’identification entre C et le plan complexe nous améne & identifier U avec le cercle de centre O et de rayon
1, appelé cercle trigonométrique.

Proposition 1.1.4

Soit z un nombre complexe. Alors

De plus, |z| = 0 si et seulement si z = 0.

Remarques
= Afin d’exploiter cette identité, on cherchera souvent & travailler avec le carré des modules.
= Si C est le cercle de centre a € C et de rayon r > 0, alors

VzeC, z€C < |z—a|l=r
= |z- a|2 =r?
= (z-al-a=r°
— zz—az—az+ (aa—1?) =0.
Réciproquement, si a € C et b € R, 'ensemble d’équation zZ — @z — az + b = 0 est soit un cercle de centre
a, soit réduit au point a, soit I’ensemble vide.

Proposition 1.1.5

Soit z, 2" € C. Alors
|22'| = |2] || et |Z] = |z].

\. J

Proposition 1.1.6

Si z et 2’ sont deux nombres complexes tels que zz' = 0, alors z = 0 ou 2z’ = 0. On dit que C est intégre.
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Proposition 1.1.7

Soit z un nombre complexe non nul. Alors il existe un unique nombre complexe 2’ tel que 2z’ = 1. On
note ce nombre 2~ ou 1/z. De plus

2 o

Remarque
= Si z € U, alors 1/z = Z. Pour inverser un nombre complexe de module 1, il suffit donc de le conjuguer.
Exercice 1

= Calculer l'inverse de 1 + 1.

Proposition 1.1.8

Soit z un nombre complexe non nul. Alors

1 1 1 1
Z)l== et |-|=—.
Exercice 2
= Soit a,b € C tels que |a] < 1 et |b] < 1. Montrer que
a—2b
<1
1—ab
Proposition 1.1.9
Soit z un nombre complexe. Alors
Z2+7Z Z2—Z
Re(z) = i et Im(z) = —
2i
En particulier
— 2z est réel si et seulement si z = z.
— z est imaginaire pur si et seulement si z = —z.

Remarque

= En pratique, pour montrer qu'un nombre complexe est réel, une bonne méthode est de montrer qu’il est égal
a son conjugué. La méthode consistant & montrer que sa partie imaginaire est nulle est & proscrire.
Exercices 3

= Soit a et b deux nombres complexes de module 1 tels que ab # —1. Montrer que

a-+b
1+ab

est un nombre réel.

= Donner une condition nécessaire et suffisante sur z € C\ {i} pour que

z+2
1+iz

soit réel.

1.1.2 Inégalité triangulaire

Proposition 1.1.10

Soit a € C. Alors
Re(a) < |[Re(a)| < |a| et Im(a) < [Im(a)| < |a.

De plus, Re(a) = |a| si et seulement si a est réel positif.
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Proposition 1.1.11: Inégalité triangulaire

Soit a et b deux nombres complexes. Alors
|a + b < |af + (0] .

De plus, I'égalité a lieu si et seulement si a et b sont positivement liés, c’est-a-dire lorsque a = 0 ou
lorsqu’il existe A € Ry tel que b = Aa.

. J

Remarque
= Si (ABC) est un triangle, alors AC < AB+ BC. En effet, si on note a, b, c les affixes respectives de A, B, C'

AC=|c—a|=lc—b+b—a|<|c—b|+|b—a|] =BC+ AB.

Cette inégalité explique le nom d’inégalité triangulaire donné a la proposition précédente.

Proposition 1.1.12: Inégalité triangulaire bis

Soit a et b deux nombres complexes. Alors

lla| = |bl] < |a + 0] < [a] +[0].

Remarque
= La premiére inégalité est appelée inégalité triangulaire bis. Elle a plusieurs variantes :
— Si on remplace b par —b, on obtient ’inégalité

lla] = [bl] <o —b]

qui affirme que deux nombres complexes proches ont des modules proches.
— En remarquant que si x est réel, |x| > x, on obtient

la+b] > |a| - [b].

Cette inégalité affirme que si b a un module petit par rapport & celui de a, alors a + b est éloigné de 0.
Exercices 4

= Soit a et b deux nombres complexes distincts. On pose ¢ := |a — b|. Montrer que les disques ouverts de
centre a et b et de rayon §/2 sont disjoints.

™ Que peut-on dire de |z| si |1 — z| < 1/4 7 Faire un dessin puis une preuve.

Proposition 1.1.13

Soit ay,...,a, € C. Alors

1.1.3 Puissances entiéres, bindme de NEWTON

Définition 1.1.6

Soit a € C. On définit a™ pour tout entier naturel n € N en posant
—a’ =1,
— VneN, a*t!:=a"a.

Remarque
= En particulier 0 = 1.

Proposition 1.1.14

Soit a, b deux nombres complexes, n et m deux entiers naturels. Alors

(ab)" = a™b™, a"t™ =a"a™ et (a")" =a"".
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Proposition 1.1.15

Soit a € C et n € N. Alors

Exercice 5

= Montrer que si P := a, X" +---+ a1 X + ag est un polyndme a coefficients réels, I’ensemble de ses racines
est stable par conjugaison.

Définition 1.1.7

Soit @ un nombre complexe non nul. On étend la définition de a™ & n € Z en posant

lorsque n < 0.

Proposition 1.1.16

Soit a, b deux nombres complexes non nuls, n et m deux entiers relatifs. Alors

(ab)" =a"b", a"t™ =a"a™ et (a™)" =a"".

Proposition 1.1.17

Soit a un nombre complexe non nul et n € Z. Alors

a*=a" et |a la|™ .

’I’L|_

7
| L

Définition 1.1.8
Soit a € Z et b € N*. Alors il existe un unique couple (q,r) € Z? tel que
a=qgb+r et 0<r<b.

q est appelé quotient de la division euclidienne de a par b, r son reste.

\.

Exercice 6
= On pose j = —% 432, Calculer j3 puis en déduire 2024,

Définition 1.1.9

Pour tout entier naturel n, on définit la factorielle de n que 'on note n! par
— 0l=1,
— VneN, (n+1)!:=nm+1)nl

Remarque

= SineN*
nl=nxm-—1)x---x2x1.

Définition 1.1.10

Pour tout couple (k,n) d’entiers naturels, on définit (Z) que l'on prononce « k parmi n », comme étant
le nombre de parties & k éléments d’un ensemble & n éléments.

Remarques

= Si k> n, alors (}) = 0.

= Sin € N, alors
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Soit n € N et k € [0,n]. Alors

Soit k£ et n deux entiers naturels. Alors
n n n+1
+ = :
(0)+ (ere) = Gira)

= Cette formule est appelée relation de PASCAL. Elle permet de calculer efficacement les (Z) en construisant
le triangle de PAscAL. Dans ce tableau contenant les (Z), ol n désigne la ligne et k désigne la colonne, on
commence par placer une colonne de 1 indiquant le fait que (3) = 1, puis une diagonale de 1 indiquant le
fait que (Z) = 1. Les coefficients au-dessus de la diagonale sont nuls et ne sont généralement pas représentés.
Ceux en dessous de la diagonale sont complétés, ligne aprés ligne en utilisant la relation de Pascal qui affirme
que chaque coefficient est la somme du coefficient se situant au-dessus de lui et de celui au-dessus a gauche.

Remarque

D W =

1
4 1
10 5 1

e e
U W N =

[y
o

Ce triangle permet par exemple de lire sur la derniére ligne que (f) =bet (g) = 10.

Soit n un entier naturel et k € [0,n]. Alors

(£)=mm=nr

Remarques

= On peut simplifier I’écriture de (2) en

k termes
n\ _ onl Gt nm—1)--(n—(k—1)
k) T K-k kK k! '

En particulier

n n n(n—1)
=n et = — .
1 2 2
= Si k,n € N*, on a la formule dite « du capitaine »
ny _n n—1
k) k \k—1)
Exercice 7

= Soit k,n € N. Montrer que
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Proposition 1.1.21: Binéme de NEWTON

Soit a et b deux nombres complexes et n un entier naturel. Alors

(a+b)" = zn: (:) anhpk,

k=0

Proposition 1.1.22

Soit a et b deux nombres complexes. Alors
— a’ - =(a—b)(a+b).
— Plus généralement, pour tout n € N*

a"=b" = (a—0b)(a" " +a" b+ - ab" 240"
n—1
= (a—0b) (Z a”_l_kbk> .
k=0

Proposition 1.1.23

Soit @ un nombre complexe et n un entier naturel. Alors

1—qnt!

da*=1+a+a’+---+a"=q 1-a
k=0 n+1 sia=1.

sia#1

,
\

1.2 Forme trigonométrique

1.2.1 Exponentielle if

Définition 1.2.1
Pour tout réel 0, on définit I’exponentielle de if par

e? .= cosf +isin 6.

Proposition 1.2.1

Soit 01 et 0 deux réels. Alors

eiO =1 et ei(91+02) — eialeiez'

Proposition 1.2.2

Soit € € R. Alors :

o cif =710
. 1
o c?£0et ik o
e Pour tout n € Z, "¢ = (el)" (Formule de Moivre).
Remarque

= La formule de Moivre se réécrit, pour n € Z et pour 6 € R,

cos (n) +isin (nf) = (cos@ +isinf)".
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Soit € un réel. Alors les formules ’EULER s’écrivent

oif 4 o—if il _ o—if
cos = — et sinf = ———.
2 21

— Soit 6 € R. Alors e = 1 si et seulement si § =0 [27].
— Plus précisément, étant donnés 0, et 05 € R, eif1 = ¢if2 gj et seulement si §; = 0, [27].

Exercice 8

= Déterminer la partie réelle de
1

1—cosf —isinf’

L’application qui & 6 associe e'? est une surjection de R dans U. Autrement dit :
— SifeR, e ecU.

— Pour tout u € U, il existe § € R tel que u = e'.
1.2.2 Applications a la trigonométrie
Applications
= Factorisation par l’arc moitié
Etant donné un réel @
1+e? = 2 (e*i% —|—ei%>
0\ ;o
= 2cos| = ]e'2.
De méme
1—e? = ei? (e*i% — ei%)

0\ o
= —2 1 — 15.
isin <2> e
Plus généralement, étant donnés 61,60, € R

. . 01409 L0109y L 01-0o 01 — 6> 01409
el 4 ¢lf2 = o172 (e1 T e T2 )QCos( ez,

(\}

. . L0140 [ 1 61—06o L6106y o 61 — 64 . 61+6
el — elf2 — o175 (el 2 —e ' 2 ):21s1n ez .
2
= Calcul de sommes trigonométriques

Soit # € R et n € N. Calculer
Cp = Z cos(kf) et S, = Zsin(ké)).
k=0 k=0

= Linéarisation de cos™ 6 sin™ 0
Etant donné deux entiers naturels n et m, on cherche & exprimer cos™ 6 sin™ # comme combinaison linéaire
des cos(kf) et sin(kf) pour k € N. Pour cela, on peut utiliser les formules d’EULER avant de développer
I’expression par la formule du binome de NEWTON et de regrouper les termes en utilisant & nouveau les
formules ’EULER. Cette opération sera utile lors du calcul de primitives.
Exemple : Linéariser sin® 6 et sin 6 cos* 6.

= Expression de cos(nf) et sin(nf) comme polyndéme en cos et sin 6
Pour cette opération, une méthode consiste & utiliser la formule de MOIVRE avant de développer ’expression
obtenue a ’aide du binéme de NEWTON.
Exemple : Exprimer cos(50) comme un polynéme en cos 6.
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Exercices 9
= Exprimer tan (50) en fonction de tané.
= Soit n € N et § € R. Calculer

Z:;) (Z) sin (k0) .

k

= Exprimer cos (110) a ’aide de radicaux.

1.2.3 Forme trigonométrique

Définition 1.2.2

Soit z € C*. On appelle forme trigonométrique de z toute écriture

2 =re?

oureRy et deR.

Remarque

= Si z = rel est une forme trigonométrique, alors r = |z|.

Définition 1.2.3

On appelle argument de z € C* tout réel 0 tel que

z = |z| el

Tout nombre complexe non nul z € C* admet un argument. Si 6 est un de ses arguments, I’ensemble de
ses arguments est 6 + 27Z = {0 + k27 : k € Z}. On écrit

arg(z) =0 [27].

Remarques

= En particulier, tout nombre complexe non nul admet une forme trigonométrique. En pratique, on force la
factorisation de z par |z| et on écrit le second terme sous la forme e'?.

= Soit 1,72 > 0 et 01,05 € R tels que

rieift = ryelf2,
Alors 7y = rg et ; = 6y [27w]. Contrairement & la forme cartésienne, il n’y a pas unicité de la forme
trigonométrique.

= Si z est un nombre complexe non nul, il existe un unique 6 € |—7, 7] tel que arg z = 6 [27]. On dit que 0 est
Iargument principal de z et on le note Arg(z).

= 1l existe deux moyens de représenter un méme nombre complexe : la forme cartésienne et la forme trigo-
nométrique. La premiére est particuliérement adaptée aux calculs de sommes, tandis que la seconde est
particuliérement adaptée aux calculs de produits.

= Etant donné un nombre complexe z, on appelle forme trigonométrique généralisée de z toute écriture du
type z = pel? ot p € R et # € R. Attention, méme si z # 0, on n’a pas nécessairement argz = 6 [27]. En
effet :
— Sip>0,alors p=|z| et argz =6 [27].
— Sip<0,alors p=—|z| et argz =0 + 7 [27].
Lorsque I’énoncé demandera explicitement de mettre un nombre complexe sous forme trigonométrique, c’est
bien sous la forme z = re'? avec r > 0 qu’il faudra le mettre. Cependant, lorsqu’on demandera de mettre z
sous forme trigonométrique pour conduire des calculs, une forme trigonométrique généralisée suffira le plus
souvent.

I Exercices 10
= Quelle est la forme trigonométrique de —2 — 21/3i? Celle de 1 + 2i?
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(@]

= Mettre sous forme trigonométrique

= Reésoudre I’équation

en utilisant la forme cartésienne, puis la forme trigonométrique de z.

= Résoudre 'équation 2° = 1/z.

Proposition 1.2.7

Soit z,z' € C* et n € Z. Alors

arg(zz') = arg(z) + arg(z’) [27], arg <§> = arg(z) — arg(2) [27],
arg(z") = narg(z) [27], arg(z) = — arg(z) [27].

.

Remarque

= En général, Arg(zz') # Arg(z) + Arg(z’). Par exemple Arg((—1)(—1)) =0 et Arg(—1) + Arg(—1) = 27.

1.2.4 Exponentielle complexe

Définition 1.2.4

Soit z = x + iy un nombre complexe ol z et y sont respectivement la partie réelle et imaginaire de z.
On appelle exponentielle de z et on note €* le nombre complexe défini par

e :=e" (cosy +isiny).

| r

Proposition 1.2.8
Soit z et 2z’ deux nombres complexes. Alors

=1 et e =e%e” .

Proposition 1.2.9

Proposition 1.2.10

Soit z un nombre complexe. Alors

e =e” et |e?| = eRe(®),

.

Remarque

= Si z € C, alors
le*| = eRe®) e arg(e®) = Im(z) [27].

Proposition 1.2.11

— Soit z € C. Alors e®* = 1 si et seulement si il existe k € Z tel que z = ik2m.

— Plus précisément, étant donnés z; et zo deux nombres complexes, e** = e*2 si et seulement si il
existe k € Z tel que z1 = 29 + ik27.




16 CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES

L’exponentielle est une surjection de C dans C*. Autrement dit :
— Pour tout z € C, e* € C*.
— Pour tout 2/ € C*, il existe z € C tel que e* = 2/.

Remarque

= Si z € C*, nous venons de voir qu’il existe 2’ € C tel que e? = 2. Cependant, 2’ n’est pas unique, ce
qui nous empéche de définir le logarithme de z. Par contre, on peut montrer qu’il existe un unique 2z’ € C
tel que ¢ = z et Im(z’) € |—m,7]. Ce nombre est appelé logarithme principal de z et noté Ln(z). De
plus Ln(z) = In|z| + 1 Arg(z). C’est le logarithme calculé par les logiciels de calcul formel ainsi que vos
calculatrices. Malheureusement, l'identité Ln (z2’) = Ln(z) + Ln(2’) est fausse; elle n’est vraie que modulo
i2m. C’est pourquoi, nous n’emploierons jamais de logarithme avec les nombres complexes.

I Exercice 11
= Reésoudre sur C I’équation e* = V3 + 3i.

1.3 Racines d’un nombre complexe

1.3.1 L’équation du second degré

Définition 1.3.1

Soit a un nombre complexe. On appelle racine de a tout nombre complexe z tel que

Remarques

= Si a est un réel positif, les racines de a sont y/a et —+/a. Si a est un réel négatif, ses racines sont i1/|a| et
—iy/|al.

= Sia € C, on parlera de racine de a, mais on n’écrira jamais \/a. Cette notation est réservée aux réels positifs.

Soit a un nombre complexe non nul. Alors ¢ admet exactement deux racines distinctes opposées I'une
Iautre.

Remarque

= En pratique, pour trouver les racines d’'un nombre complexe a, on procéde ainsi
— Si a s’exprime facilement sous forme trigonométrique. On connait donc 7 > 0 et 6 tels que a = rel’.
Alors les racines de a sont \/re'z et —/rel2,
— Si a est sous forme cartésienne et qu’il n’est pas simple de le mettre sous forme trigonométrique. On
recherche les racines de a sous la forme z := x + iy en effectuant une analyse : on suppose que z est une

racine de a et on exploite le fait que |z|> = |a| et que 22 et a ont méme partie réelle. On obtient donc

o® +y* =lal,
z? — y* = Re(a).

En résolvant ce systéme linéaire en 22 et 32, on obtient 4 couples (,y) de solutions parmi lesquelles se
trouvent les racines de a. Un argument de signe sur les parties imaginaires de 22 et a permet d’éliminer
deux candidats. La proposition précédente nous assure que les deux candidats restants sont bien racines
de a.

Exercices 12

= Calculer les racines carrées de 1+ iv/3.

= Calculer les racines de 1 + i de deux maniéres différentes. En déduire une expression avec des radicaux
emboités de cos(m/8), sin(w/8) et tan(w/8).
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Soit a, b, c € C avec a # 0. On considére le trinéme az2 4+ bz +c. Son discriminant est le nombre complexe
A =b% — 4ac.
— Si A #0, le trinome admet deux racines distinctes
_ —b+46 -b—9¢

zZ1 = et 29 =
! 2a 2 2a

ol § est une racine carrée de A.
— Si A =0, le trindme admet une seule racine, appelée racine double

b

zZ0 = ——.
2a

Vocabulaire
= On parle de solutions d’une équation et de racines d’un polyndme.
Remarque

= Soit a,b,c € R avec a # 0. On considére le trindme az? + bz + c.
— Si A >0, le trindme admet deux racines réelles distinctes

_beva _—b—VA

zZ1 - 29 =

2a 2a
— Si A =0, le trindme admet une seule racine réelle, appelée racine double
b
Zp = ——.
0 2a
— Si A <0, le trinéme admet deux racines complexes conjuguées
—b+1iy/|A] —b—1iy/|A]
7= ————— et 29 i=m —————————.
2a 2a

Exercice 13
= Soit § € R. Résoudre sur C Péquation 2% — 2 cos(0)z + 1 = 0.

Soit a,b,c € C avec a # 0 et z1, 2o deux nombres complexes. Alors z; et zo sont les deux solutions,
éventuellement égales, de I’équation az? 4 bz + ¢ = 0 si et seulement si

b c
21+ 29 = —— et 2129 = —.
a a
Remarque
= Si P, S € C, les solutions du systéme
21 +29=2S
2122 = P,

sont (wy,ws) et (wo,w;) 0ll wy et wo sont les racines du trinéme 22 — Sz + P = 0.
Exercice 14

= Reésoudre sur C le systéme
{a +b=3i
ab= —3—1i

1.3.2 Racines n-iémes

Définition 1.3.2

Etant donné n € N* et a € C, on appelle racine n-iéme de a tout nombre complexe z tel que 2™ = a. Les
racines n-iémes de 1 sont appelées racines n-iemes de ['unité et I’ensemble de ces racines est noté U,,.

Remarque

= Les racines n-iémes de 1 sont de module 1. Autrement dit, U,, C U.
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Soit n € N*. 1l existe exactement n racines n-iémes de 'unité. En posant w := e'™» , ce sont

Remarques

= Lorsque l'on doit calculer des expressions faisant intervenir des racines n-iémes, il est souvent plus efficace
de les manipuler via leur propriété (2" = 1) plutot que par leur description (z = w*). On ne se rabat sur la
description que lorsque la relation z™ = 1 ne suffit pas, ou en toute fin de calcul.

= Dans le cas oll n = 3, w est noté j. Les racines 3-iémes de I'unité sont donc 1,j,j?. Lorsqu’on travaille avec
le nombre complexe j, on exploite les relations

, 1.
P=1 1442 =0 et Jf:J:JQ-

= Les racines n-iémes de I'unité forment un polygone régulier & n cotés.

Exercices 15
™ Que dire de deux nombres complexes a,b € C tels que a® = b3 ?

= Soit n € N*. Résoudre sur C I’équation
+1)"=(E=-1)".
= Calculer

> a1l

z€U,

Soit n > 2 et ¢ une racine n-iéme de 'unité, différente de 1. Alors
1+(+---+¢" " =0.

En particulier, la somme des racines n-iémes de 1'unité est nulle.

9 Q o j2m 9
Soit @ € C* et n € N*. Alors a admet exactement n racines n-iémes. En posant w = e’ , si 2o est une
racine n-iéme de a, les racines n-iémes de a sont

n—1
Z20,W20y ..., W 20-

Remarques

= Si a = rel? est sous forme trigonométrique, alors

Z0 = Wei%
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Nej

est une racine n-iéme de a.

= Si n > 2, la somme des racines n-iémes d’un nombre complexe est nulle.
Exercices 16
= Résoudre sur C I’équation
272 - 1)° + (z+1)° =0.

= En considérant les racines 7-iémes de —1, montrer que

cosz—cos2—7r+cos3—7r——
7 7 72

1.4 Nombres complexes et géométrie plane

1.4.1 Le plan complexe

Définition 1.4.1

Soit P le plan euclidien orienté et R = (O, er , es ) un repére orthonormé direct.
— Si M est un point du plan de coordonnées (z,y) € R?

—
OM =zé&f +yes

on appelle affize de M le nombre complexe x + iy.
— Si W est un vecteur de coordonnées (z,y) € R?

_)

V=& +yés

on appelle affize de % le nombre complexe z + iy.

Proposition 1.4.1

| r

— Soit A et B deux points du plan d’affixes respectives a et b € C. Alors ﬁ a pour affixe b — a.
— Soit W et v deux vecteurs d’affixes respectives u et v € C et A p € R Alors A w+ I 7 a pour
affixe \u + po.

,
.

Proposition 1.4.2

Soit a et b deux nombres complexes. Alors |a — b| est la distance entre les points d’affixes a et b.

Proposition 1.4.3

Soit A, B, C trois points deux a deux distincts d’affixes respectives a, b, c. Alors

_AC arg<c_“>z<ﬂ§,ﬁ) [27].

AB b—a

c—a

b—a

,
.

Proposition 1.4.4

Soit A, B, C' trois points deux a deux distincts d’affixes respectives a, b, c. Alors

— A, B, C sont alignés si et seulement si
c—a

b—a
— (AC) et (AB) sont orthogonales si et seulement si

eR.

c—a

b—a

€ iR.

.
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Remarques

= Soit A, B, C trois points d’affixes respectives a, b, c € C. Si A, B, C sont deux & deux distincts, alors

c—a
b—a

— c—a (c—a
b—a \b—ua

— (c—a)(b—a)=(c—a)b-a).

A, B, C sont alignés <= eR

On vérifie facilement que méme si A, B, C ne sont pas deux a deux distincts

A, B, C sont alignés <= (c—a)(b—a)=(c—a)(b—a).

= La proposition précédente étant essentiellement utilisée de cette maniére, on pourra tolérer exceptionnelle-
ment de 'appliquer, méme si A, B, C ne sont pas deux & deux distincts. Ce genre de « division par zéro »
est parfois tolérée en géométrie. Bien entendu, dans tout autre domaine des mathématiques ces horreurs ne
seront pas tolérées.

Exercice 17

= Soit ABCD un quadrilatére non croisé. On construit A; extérieur au quadrilatére tel que le triangle
BA;C est isocéle et rectangle en A;. De méme pour B, Ci, D;. Montrer que les segments [4;C1] et
[D1B;] ont méme longueur et sont orthogonaux.

1.4.2 Les similitudes directes

Définition 1.4.2

Soit w un vecteur. On appelle translation de vecteur w1

point M’ tel que

"application qui au point M associe 'unique

—
MM = %.

Soit % un vecteur d’affixe u € C. La translation de vecteur @ transforme le point M d’affixe z en le
point M’ d’affixe
2 =z +u.

Remarque

= Une translation conserve les distances et les angles.

Définition 1.4.3

Soit  un point du plan et p € R*. On appelle homothétie de centre Q) et de rapport p ’application qui
au point M associe I'unique point M’ tel que

—
QM = pQM.

Soit 2 un point du plan d’affixe w € C et p € R*. L’homothétie de centre 2 et de rapport p transforme
le point M d’affixe z en le point M’ d’affixe

!

Z'=p(z —w) +w.

Remarque

= Une homothétie multiplie les distances par |p| et conserve les angles.

Définition 1.4.4

Soit © un point du plan et 8 € R. On appelle rotation de centre €2 et d’angle § I’application qui au point
M associe
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— Qs M =Q.
— l’unique point M’ tel que
QM = QM et (QM,QM’) =0 [2]

sinon.

Soit © un point du plan d’affixe w € C et 6 € R. La rotation de centre Q) et d’angle 0 transforme le point
M d’affixe z en le point M’ d’affixe

Z =%z —w)+w.

Remarque

= Une rotation conserve les distances et les angles.
Exercice 18

= Quelle est I’expression en notation complexe des transformations suivantes ?
— La symétrie centrale de centre 0.
— L’homothétie de centre 0 et de rapport 2.
— L’homothétie de centre 2 et de rapport 1/2.
— La composée des deux derniéres transformations.
— La rotation de centre 0 et d’angle 7/2.
— La rotation de centre 1 +1i et d’angle 7 /2.
— La composée des deux derniéres transformations.
— La symétrie orthogonale d’axe (Ox).
— La symétrie orthogonale dont 'axe Dy fait un angle 6 avec 'axe (Ozx).

Définition 1.4.5

Soit  un point du plan, » € RY et 6 € R. On appelle similitude de centre €2, de rapport 7 et d’angle 6

la composée (commutative) de ’homothétie de centre 2 et de rapport r et de la rotation de centre €2 et
d’angle 6.

Soit  un point du plan d’affixe w, 7 € R et 6§ € R. La similitude de centre {2, de rapport r et d’angle
0 transforme le point M d’affixe z en le point M’ d’affixe

2 =ref(z —w) +w.

Remarque

= Une similitude multiplie les distances par r et conserve les angles.
Dans la suite, on confondra un point et son affixe, un vecteur et son affixe. On identifie ainsi le plan & C.
Définition 1.4.6

On appelle similitude directe toute application f de C dans C telle qu’il existe a € C* et b € C tels que

VzeC, f(z)=az+0.

Remarque

= Les translations et les similitudes de centre Q de rapport r € R’ et d’angle # € R sont des similitudes
directes. Nous allons voir que ce sont les seules.

La composée de deux similitudes directes est une similitude directe.
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Proposition 1.4.10

Soit f une similitude directe et a € C*, b € C tels que
VzeC, f(z)=az+0.

— Sia =1, f est la translation de vecteur b.
— Sinon, il existe r € R et 6 € R tels que a = re'?. f admet un unique point fixe w et

VzeC, f(z)=ref(z—w)+w.

Autrement dit f est la similitude de centre w, de rapport r et d’angle 6.

Exercice 19
= A quelle transformation géométrique correspond la fonction f: z +— (3 — i) + 2iz?
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Logique, ensembles

« Si la logique est ’hygiéne du mathématicien, ce n’est pas elle qui lui fournit sa
nourriture; le pain quotidien dont il vit, ce sont les grands problémes. »

— ANDRE WEIL (1906-1998)

« Sur Penseigne du barbier du village, on peut lire : Je rase tous les
hommes du village qui ne se rasent pas eux-mémes, et seulement
ceux-la. Savez-vous qui rase le barbier 7 »

— BERTRAND RUSSEL (1872-1970)

« J’aimais et j’aime encore les mathématiques pour
elles-mémes comme n’admettant pas 'hypocrisie et le
vague, mes deux bétes d’aversion. »

— STENDHAL (1783-1842)
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2.1 Eléments de logique

2.1.1 Assertion, prédicat

Définition 2.1.1

— On appelle assertion toute phrase mathématique & laquelle on peut attribuer une et une seule

valeur de vérité : vrai ou faux.
— Soit E un ensemble. On appelle prédicat sur E toute phrase mathématique dont la valeur de vérité
dépend d’un élément = € E.

Exemples

= « 7 est un nombre premier » est une assertion vraie. L’assertion « 7 est divisible par 3 » est fausse.
= P(z):= «x est rationnel » est un prédicat sur R. P (3/4) est vrai alors que P(1/2) est faux.

= P(a,b,c) = «a®+b?> = c?» est un prédicat sur N3.
=

« L’ensemble des nombres premiers est infini » est une assertion vraie. L’assertion « Il existe une infinité
de nombres premiers p tels que p + 2 est premier » est une assertion dont on pense qu’elle est vraie. Mais
aujourd’hui, personne n’en a fait la preuve.

Remarques

= Deux principes fondamentaux gouvernent les valeurs de vérité des assertions.
— Le principe de non-contradiction : Une assertion ne peut étre a la fois vraie et fausse.
— Le principe du tiers exclu : Une assertion qui n’est pas vraie est fausse.

= Si P est un prédicat, on dit que P est vrai lorsque quel que soit = € E, P () est vraie. Dire que P n’est pas
vrai signifie qu’il existe x € E tel que P(x) est faux.

Définition 2.1.2

— Le quantificateur universel V signifie « pour tout »
— Le quantificateur ezxistentiel 3 signifie « il existe (au moins) un »

Remarque
= On trouve parfois le quantificateur 3! qui signifie « il existe un unique ».
Exercices 1
= Les assertions suivantes sont-elles vraies ?
1. Vye R, dJzeR, xz+y=0.
2. dxeR, VWyeR, z+y=0.
3. xR, VyeR, ¢y?>>n2.

= Déterminer les x € R tels que
VneN, z"t? a4

Définition 2.1.3

Soit P et @) deux assertions.
— On définit P’assertion (non P) comme étant vraie lorsque P est fausse et fausse lorsque P est
vraie.
— On définit Vassertion [P et Q] comme étant vraie lorsque P et @) sont vraies et fausse sinon.
— On définit lassertion [P ou Q] comme étant vraie lorsqu’au moins 'une des deux assertions est
vraie, et fausse sinon.

Remarques

= Les valeurs de vérité de ces assertions sont données par les tables suivantes.

Q Q
D VT p V| F P VI|F
non P| F |V A% V| F VvV V|V
F F|F F VI|F
non P
P et Q P ou @
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= Lorsque le menu d’un restaurant vous propose « fromage ou dessert », le « ou » est employé au sens strict
(on dit aussi exclusif) ; il n’est pas possible d’avoir les deux. En mathématiques, le « ou » est employé au
sens large (on dit aussi inclusif). Lorsqu’on dit qu’un entier naturel n est divisible par 2 ou par 3, il peut
trés bien étre divisible par 2 et par 3.

2.1.2 Implication, équivalence

Définition 2.1.4

Soit P et @) deux assertions. On définit ’assertion P = ) comme étant fausse lorsque P est vraie et
Q est fausse, et vraie sinon.

Remarques

= Montrer P = () revient a prouver que si P est vraie, alors ) est vraie.
= Si P et @ sont deux prédicats sur E, P = @ signifie que @ (x) est vraie dés que P (z) est vraie. Si c’est le
cas, on écrit

Vee E, P(x)= Q(x)

et on dit que P est une condition suffisante pour @ ou que @ est une condition nécessaire pour P.
Exercices 2

= Dans les exemples suivants, dites si le prédicat P est une condition nécessaire ou une condition suffisante
pour Q.
— E=R,P(z)=<«2€Q»etQ(z) =«x2€Qy».
— FE est ’ensemble des triangles du plan, P (T) := « T est isocéle » et Q (T) := « T est équilatéral ».
— E=R% P(x,y) =<z =y [2n]» et Q(z,y) = <«x =y [7]».
= Montrer que
Ve,y €R, [zy>0 et z4+y>0 = [z>0 et y>0].

= Montrer que
Ve eR, [VeeR}, |z/<e] = z=0.

Soit P et @ deux assertions. Si P et P = () sont vraies, alors ) est vraie.

Remarque

= En pratique, on utilise cette proposition lorsque P et ) sont des prédicats. Si P = @ est vrai et = est un
éléement de F tel que P (x) est vrai, alors @ (x) est vrai. Dans ce cadre, on dit que P = @) est un théoréme.
Veérifier les hypothéses du théoréme revient a vérifier que P (x) est vrai et appliquer le théoréme nous permet
de conclure que @ (z) est vrai. Traduisons mathématiquement le raisonnement suivant : « Socrate est un
homme. Puisque tous les hommes sont mortels, alors Socrate est mortel ». Si P (z) := « = est un homme »
et Q (z) == « x est mortel », alors I’énoncé « Tous les hommes sont mortels » s’écrit

VeeU, P(z)= Q).

Puisque Socrate est un homme (P (Socrate) est vrai), on en déduit que Socrate est mortel (Q (Socrate) est
vrai).

Exercice 3

= Soit a,b € R tels que
VeeR, z<a = x<b

Montrer que a < b.

Définition 2.1.5

Soit P et @@ deux assertions. On définit I'assertion P <= () comme étant vraie lorsque P et () ont méme
valeur de vérité, et fausse sinon.
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Remarques
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= Les valeurs de vérité des assertions P = @ et P <= (@) sont regroupées dans les tableaux suivants.

Q Q
P v P v
\Y% VI|F Vv \Y%
F VIV F F |V
P=qQ P—=qQ

= Les assertions P <= @Q et Q <= P ont méme valeur de vérité; on dit que la relation d’équivalence est

symétrique.

= Si P et @ sont deux prédicats sur E, dire que P <= @ est vrai signifie que @ (z) et P (x) ont méme valeur
de vérité quel que soit x € E. Si c’est le cas, on écrit

Ve e E, P(z)< Q(x)

et on dit que P est une condition nécessaire et suffisante pour Q.

Soit P et @ deux assertions. Alors P <= Q et [(P = Q) et (Q = P)] ont méme valeur de vérité.

Remarque

= Pour démontrer que P <= (@, on pourra démontrer que P —> (@), puis que Q = P ; on dit qu’on raisonne

par double implication.

Exercice 4

= Soit A € R et f la fonction définie sur R par

Ve e R, f(x):=sin(Ax).

Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que f soit 2m-périodique.

Soit P, @, R trois assertions. Alors

[P et (Q ou R)
(Q et R)]

[P ou

Soit P et @) deux assertions. Alors

non (P et Q)
non (P ou Q)

non (non P)

Soit P et Q deux assertions. Alors

Remarque

= Lorsque 'on démontre [(non Q) = (non

contraposée.

Exercice 5

[P = Q]

= [(P et Q)
<~ [(P ou Q)
—
<= [(non P) et
—

ou (P et R),
et (P ou R).

[(non P) ou (non Q)],

(non Q)],

<= [non Q =non PJ.

P)] pour montrer que [P = @], on dit que I’on raisonne par

= Supposons que I’on ait montré que 72 est irrationnel. Peut-on en déduire que 7 est irrationnel ?
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Proposition 2.1.6

Soit P et Q deux assertions. Alors

[non (P= Q)] <= [P et (non Q)].

\.

Proposition 2.1.7

Soit P un prédicat sur ’ensemble E. Alors

\.

non [Vx € E, P(x)

] < [FzxeE, non (P(x))],
non [z € E, P(z)] < ]

Vx € E, non (P (x))

\

Exercice 6

= Soit f : R — R. Ecrire les phrases suivantes avec des quantificateurs. En déduire leur négation.

« f est majorée », « f est croissante », « f est décroissante ».

2.2 Ensembles

2.2.1 Ensemble, élément

Définition 2.2.1

Les notions d’ensemble, d’élément et d’appartenance sont des notions premiéres en mathématiques que
I’on ne définit pas. Intuitivement, un ensemble est une collection d’objets mathématiques appelés élé-
ments. La notation x € FE signifie que 1’élément x appartient & ’ensemble FE.

Remarque

= Sizy,...,x, sont des objets mathématiques, I’ensemble constitué de ces éléments est noté {z1,...,z,}.

Définition 2.2.2

Soit A et B deux ensembles. On dit que A est inclus dans B et on note A C B lorsque

Vre A, xz€B.

Proposition 2.2.1

Deux ensembles A et B sont égaux lorsqu’ils possédent les mémes éléments, c’est-a-dire lorsque

ACB et BCA.

Remarque

= En particulier {0,1} = {1,0} et {0,0,1} = {0,1}.

Définition 2.2.3

Soit E un ensemble. On appelle partie de E tout ensemble A inclus dans E. L’ensemble des parties de
E est noté P (E).

Remarque

= Un méme objet mathématique peut trés bien, selon le contexte, étre un élément ou un ensemble. Par exemple,
I'ensemble N est un élément de P (R).
Exercice 7
= Déterminer P ({1,2}), P (P (@)) et P (P (P (2))).
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2.2.2 Opérations élémentaires

Définition 2.2.4

Soit E' un ensemble et P un prédicat sur E. On définit
{zeE|P(2)}

comme l’ensemble des éléments = de E tels que P (x) est vrai. C’est une partie de E.

Définition 2.2.5

Soit A et B deux parties de E. On définit
ANB:={x€eFE|ze€A et z€ B}, AUB={zx€E|z€A ou z¢€ B},

A={zeE|z¢gA}.

Remarques

= Le complémentaire de A dans F est aussi noté A°.

= On dit que deux ensembles A et B sont disjoints lorsque AN B = @.

Proposition 2.2.2

Soit A et B deux parties de E. Alors

AN(BUC) = (ANB)U(ANC),
AUBNC) = (AUB)N(AUC).

\. J

Proposition 2.2.3: Lois de DE MORGAN

Soit A et B deux parties de E. Alors

b
D
s
Il

o

N
C

nl
I
PN

Exercice 8
= Soit A, B, C trois parties d’un ensemble E non vide.
1. SSAuB=AUC, a-t-on B=C?
2. SSAUB=ANB, at-on A=B7?
3. Montrer que si AUB=AUCet ANB=ANC, alors B =C.
4. Montrer que si AUB=FEet ANB=g, alors A=Bet B=A.

Définition 2.2.6

Soit A et B deux parties de E. On définit

A\B={ze€E|z€A et x¢B}.

Remarque

= En particulier, si A est une partie de E, A= E\ A.

Définition 2.2.7

Soit A et B deux ensembles. On définit A x B comme l’ensemble des couples (a,b) avec a € A et b € B.
Par définition, deux couples (ay, b1), (az,b2) € A X B sont égaux lorsque a; = as et by = bs.




2.3. APPLICATIONS 29

Définition 2.2.8

— Si A4,..., A, sont n ensembles, on définit A; X - - x A,, comme ’ensemble des n-uplets (ai,...,a,)
avec a; € Ay,...,a, € A,. Par définition, deux n-uplets (a1, ...,a,), (b1,...,b,) € A1 x--- X A,
sont égaux lorsque

VkEIIl,n]], ar = bg.

— Si A est un ensemble et n € N, on définit A™ comme

A" = Ax Ax---x A.
—_——
n fois A

\ J

Remarques

= Al est I'ensemble des l-uplets (a), pour a € A; on confondra cet ensemble avec A. Quant & A%, c’est
Pensemble qui contient un unique élément : le 0-uplet ().

= Pour énoncer qu’un prédicat portant sur deux variables est vrai, on peut écrire « Vo € A,Vy € A, P(z,y) ».
On condense cependant souvent cette phrase en « V(x,y) € A% P(x,y) » ou « Va,y € A, P(z,y) ».

2.3 Applications

2.3.1 Définitions, exemples

Définition 2.3.1

Soit F et F' deux ensembles. Une application f de F dans F' associe & tout élément z € F un unique
élement f (z) € F, appelé image de z par f. On note

f+ E — F

x — f(x).

On dit que E est le domaine de f et que F est son codomaine. L’ensemble des applications de FE dans
F est noté F (E, F).

\ J

Remarques

= Deux applications sont égales lorsqu’elles ont méme domaine et codomaine et qu’elles prennent la méme
valeur en chaque point de ce domaine.

= On utilise aussi les expressions « ensemble de départ » et « ensemble d’arrivée » d’une application pour
désigner respectivement son domaine et son codomaine.

= « application » et « fonction » sont synonymes. L’usage veut cependant que ’on réserve le mot « fonction »
aux applications dont le domaine et le codomaine sont des parties de C.

= L’ensemble F (E, F) est aussi noté FF.

= Pour les fonctions usuelles, il arrive qu’on omette les parenthéses et qu’on écrive sinz au lieu de sin(x), ce
qu’on ne se permettra pas avec les autres fonctions.

Définition 2.3.2

Soit A une partie de E. On appelle fonction caractéristique de A et on note 1 4 'application de E dans
{0,1} définie par

1 size A

Ve e F, )
0 sinon.

Remarques
= Deux parties A et B de E sont égales si et seulement si 14 = 1p.

= Si A et B sont deux parties de F, alors

Ve e E, lanp(z)=1a(x)lpg(z) et Laup(z) =max(la(z),1p(x)).
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Définition 2.3.3

Si f est une application de E dans F, on appelle graphe de f I’ensemble

{(z,y) e EXF | f(z) =y}

Définition 2.3.4

Soit f: E — F et y € F. On appelle antécédent de y tout élément x € E tel que f (z) = y.

Exercice 9

= Soit f 'application de R? dans R? qui au couple (,y) associe le couple (z + 2y, zy). Déterminer les
antécédents de (3,1).

Définition 2.3.5

Soit f: E — F.
— Soit B une partie de F. On appelle image réciproque de B par f et on note f~! (B) I’ensemble
des éléments de E dont I'image par f est dans B.

f7H(B)={z€ E| f(z) € B}

— Soit A une partie de E. On appelle image directe de A par f et on note f(A) ’ensemble des
éléments de F' qui sont image d’un élément de A par f.

fAy={yeF|Ixec A f[f(z)=y}

L’ensemble f (E) est appelé image de f et noté Im f.

\ J

Remarque
= L’ensemble image f(A) est aussi noté

{f(z) :z € A}.

Exercices 10
1
= On considére I'application f : R — R,z + sinz. Déterminer f* <{§}>, ! (f({O, E])),

6
FUH=1,2D).
= Soit f une application de F dans F. Si A est une partie de F, comparer f~!(f(A)) et A. De méme, si B
est une partie de F', comparer f(f~1(B)) et B.

= Soit f la fonction de C\ {i} dans C qui & z associe Zti. Calculer f~! (U).
= Soit f la fonction de R dans R définie par

xT

vz eR, f(z):= T2

En lisant le tableau de variations de f, intuiter f(R), puis prouver rigoureusement ce résultat.

Définition 2.3.6

Soit f une application de F dans F'.
— Si A est une partie de E, 'application

f|A: A
x

I

F
f (@)
est appelée restriction de f a A.

— On dit qu’une application g est un prolongement de f lorsque f est une restriction de g.
— Si B est une partie de F telle que

Vee E, f(z)eB

I’application
|

f E
a8
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est appelée corestriction de f & B.

Remarque

= Soit f: E— F, A une partie de E et B une partie de F telles que
Vre A, f(z)€ B.

Alors, on peut définir application

fli: A4 — B
z — f(z)
appelée restriction de f & A, corestreinte & B.

Définition 2.3.7

Soit f: E — F et g: F — G. On définit 'application g o f de E dans G par

Vz e E, (gof)(x)=g(f(z)).

Remarque

= Si A est une partie de E, alors (go f)(A) = g(f(A4)). De méme, si B est une partie de F, alors

(9o H7HB) =g~ (B)).

Soit f: E—F,g:F—Geth:G— H. Alors
(hog)of=ho(gof).

On note cette application hogo f.

2.3.2 Application injective, surjective, bijective

Définition 2.3.8

Soit f: E— F. On dit que f est injective lorsque

Vxl,mg eF, f(a:l) = f(ZL‘Q) — T1 = X2

c’est-a-dire lorsque tout élément de F' a au plus un antécédent.

Exercices 11

= Soit f une fonction de R dans R. Montrer que si f est strictement monotone alors elle est injective. La
réciproque est-elle vraie ?

= Soit f une fonction de R dans R telle que : Vz,y € R, |f(z)— f(y)| = |z —y|. Montrer qu’elle est
injective.

= Soit ¢ application qui & la fonction f de [—1,1] dans R associe la fonction ¢(f) de R dans R définie par

Ve eR, [p(f)](z) = f(sinz)

Montrer que ¢ est injective.

= Soit E un ensemble et A une partie de E. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que

¢: P(E) — P(E)
X — XnNA

soit injective.
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Définition 2.3.9

Soit f: E — F. On dit que f est surjective lorsque

YyeF, dzeE, f(zx)=y

c’est-a-dire lorsque tout élément de F' a au moins un antécédent.

Une application f : E — F est surjective si et seulement si Im f = F.

Exercice 12

= L’application

est-elle injective 7 surjective ?

Définition 2.3.10

On dit qu’une application f : E — F est bijective lorsqu’elle est injective et surjective, c’est-a-dire
lorsque tout élément de F' posséde un unique antécédent.

Méthode : Pour prouver qu’une fonction est bijective, on peut donc pour y quelconque dans ’ensemble

d’arrivée résoudre f(z) = y pour = dans ensemble de départ. Si on trouve une unique solution, on a montré
que f était bijective. Trés souvent, on obtiendra méme ’expression de x en fonction de y, ce qui nous donnera
I’expression de la bijection réciproque.

Exercices 13

= Un éléve a voulu appliquer cette méthode pour montrer que la fonction ¢g: R — C\{-1} était
1+ix
1—ix

r

bijective. Voici sa rédaction :
Soit z € C\ {—1}. Pour tout x € R, on a

1+ix
g(z) = 2z = T = ”
= l+4ir=2(1-1iz)
= zr(itiz)=2z-1

z—1
< r=—1 .
~~ z+1
z#—1

Ainsi, pour chaque z € C\ {—1}, on a trouvé un unique antécédent, donc g est bijective.
Qu’en pensez-vous ?

= Montrer que la fonction f qui & « associe 1112 réalise une bijection de R dans U\ {—1}.

= Soit X un ensemble et f : X2 — X une bijection. Montrer que
qg: X3 — X
(@,y,2) — [l f(y,2))

est bijective.

— La composée de deux applications injectives est injective.
— La composée de deux applications surjectives est surjective.
— La composée de deux applications bijectives est bijective.

Exercices 14

= Soit f: E— Fet g: F — G. Montrer que si g o f est injective, alors f est injective. De méme, montrer
que si g o f est surjective, alors g est surjective.
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[ = Est-il vrai que si g o f est bijective, f et g le sont ?

Définition 2.3.11

Soit E un ensemble. On appelle identité et on note Idg 'application de E dans E définie par
Ve e E, Idg(x):=uz.
Si f est une application de F dans F

fOIdE:f et IdFOf:f.

Soit f une application de E dans F.
— L’application f est bijective si et seulement si il existe une application g : F' — F telle que

gof=1Idg et fog=Idp.

Si tel est le cas, g est unique; on I'appelle bijection réciproque de f et on la note f~1.
— Si f: E — F est bijective, f~! est bijective et (f_l)_1 = f.

Remarque
= La fonction In de R% dans R est une bijection et sa bijection réciproque est la fonction exp de R dans R? .
Exercices 15

= Montrer que 'application
f: 7?2 — 72
(x,y) — (24 y,5z+ 3y)
est bijective et calculer f~1.

= Soit f une bijection de R dans R. Montrer que si f est strictement croissante, il en est de méme pour
£~ Que dire si f est impaire ?

Soit f: E— F et g: F — G deux applications bijectives. Alors g o f est bijective et

(go N~ =ftog™h

2.3.3 Familles

Si E est un ensemble, il est courant de se donner n éléments fi,..., f, de E. Cela revient a définir une
application
f+ [Ln] — E
i — f(i)
ou l'on pose f(i) := f; pour tout ¢ € [1,n]. Nous dirons que f est une famille d’éléments de E indexée par [1, n].
On peut généraliser ce principe et construire des familles indexées par un ensemble quelconque. Par exemple,
on peut considérer 'application f de R dans F(R,R), qui & A € R associe la fonction fy : R — R définie par

VreR, fa(z):=e".

On a ainsi défini une famille d’éléments de F(R, R) indexée par R.

Définition 2.3.12

Soit F un ensemble et I un ensemble, appelé ensemble d’indices. On appelle famille d’éléments de E
indexée par I toute application
f: I — E

Cette application est notée (f;) L’ensemble des familles d’éléments de E indexées par I est noté EL.

iel”
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Remarques
= Une famille d’éléments de E indexée par N est une suite d’éléments de FE.
= On appelle sous-famille d’une famille (f;),.; toute famille de la forme (f;),.; out J est une partie de I.

= Si A est un ensemble, on dit qu’une famille (f;);cs est la famille des éléments de A lorsque f est une bijection
de I dans A. Le fait de parler de « la » famille des éléments de A est un abus de langage car cette famille
n’est pas unique.

Définition 2.3.13

Soit E un ensemble et (A;),.; une famille de parties de E. On définit alors

el

UAZ-::{;UGEEI@'EI, x € A}
i€l

Soit E un ensemble et (A;),.; une famille de parties de E. Alors

Na=Ux « Ja=N7x

i€l i€l i€l iel

Définition 2.3.14: Partition

Soit E un ensemble et (A;),.; une famille de parties de £. On dit que (4;),.; est une partition de E
lorsque
E=]A et Vi,jel, i#j— AiNA;=02].
il

Remarques

= La définition de partition peut varier d’un cours & I'autre. Dans certains cours, on demande en plus que les
A; soient non vides; on appelle alors recouvrement disjoint ce que nous appelons ici partition.

= La notion de partition a été définie & ’aide de familles. Mais on peut aussi la définir de maniére ensembliste ;
on dit qu’une partie R de P(E) est une partition (au sens ensembliste) de E lorsque
— VeeE, JAeR, zeA
*VAl,AQER, A17éA2:>A10A2:®.
— VAeR, A#0o.
Remarquons que dans la définition ensembliste, on demande & ce que les ensembles appartenant a R soient
non vides.

I Exercice 16

= Déterminer les partitions (au sens ensembliste) de E = {1,2,3}.

2.4 Relation binaire

Définition 2.4.1

Soit E un ensemble. On appelle relation binaire sur E tout prédicat R défini sur F X E. Si z et y sont
deux éléments de E et R (z,y) est vrai, on écrit xRy.

Définition 2.4.2

On dit qu’une relation binaire R sur E est
— réflexive lorsque

Ve E, zRux.

— transitive lorsque

Va,y,z € E, [xRy et yRz] = zRz.




2.4. RELATION BINAIRE 35

— symétrique lorsque
Ve,y € E, xRy — yRx.

— antisymétrique lorsque
Ve,y € B, [tRy et yRz]| = z=y.

2.4.1 Relation d’ordre

Définition 2.4.3

On dit qu’une relation binaire < est une relation d’ordre lorsqu’elle est
— réflexive : Ve € E, x <X x.
— transitive : Vz,y,z2 € E, [z <y et y=z] =2 <Xz
— antisymeétrique : Vz,y € E, [x 2y et y=a]=x=y.

On appelle ensemble ordonné tout ensemble muni d’une relation d’ordre.

Remarques

= La relation < est une relation d’ordre sur R. La relation < définie sur F (R, R) par
Viige FRR), f<g <= [NzeR, [f(z)<yg()]

est une relation d’ordre sur F (R, R).
= Si E est un ensemble, la relation d’inclusion est une relation d’ordre sur P (E).

= Si < est une relation d’ordre sur E, la relation = définie par
Ve,yeE, zry <+ y=z

est une relation d’ordre appelée relation d’ordre opposée a la premiére.
= La relation < n’est pas une relation d’ordre sur R car elle n’est pas réflexive.
Exercice 17

= Montrer que la relation | définie sur N par
Va,beN, alp <= [FkeN, b=kd

est une relation d’ordre sur N.

Définition 2.4.4

On dit qu’une relation d’ordre =< est totale lorsque

Ve,ye B, =<y ou y=ux.

Remarque

= La relation d’ordre < est totale sur R. Par contre, les relations < sur F (R,R), C sur P (F) et | sur N ne
sont pas totales.

Définition 2.4.5

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
— On dit que M € E est un majorant de A lorsque

VYae A, a=xDM.
— On dit que m € E est un minorant de A lorsque

Vae A, m=<a.

Exercice 18
= Soit ¢ > 0. On définit la relation < sur R? par

V(z,t), (2, t) €R?  (x,t) < (2, t) <= |2/ —z[<c- (' —1).

Vérifier que c’est une relation d’ordre. Dessiner I’ensemble des majorants et des minorants d’un couple
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B (20,t0). L’ordre est-il total ?

Définition 2.4.6

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
— On dit que A admet un plus grand élément lorsqu’il existe un majorant de A appartenant a A.
Si un tel élément existe, il est unique et on I’appelle plus grand élément de A.
— On dit que A admet un plus petit élément lorsqu’il existe un minorant de A appartenant & A. Si
un tel élément existe, il est unique et on ’appelle plus petit élément de A.

Exemples
= Muni de l'ordre usuel, [0, 1] admet un plus petit élément 0 mais n’admet pas de plus grand élément.

= Muni de la relation de divisibilité, 0 est le plus grand élément de N et 1 son plus petit élément. En revanche,
{2,3} n’admet ni de plus grand ni de plus petit élément. L’ensemble des majorants de {2,3} est d’ailleurs
6N.

Remarques
= Un ensemble admettant un plus petit ou un plus grand élément est non vide.

= Si F est totalement ordonné et A est une partie finie non vide de E, alors il admet un plus petit et un plus
grand élément.
2.4.2 Relation d’équivalence

Définition 2.4.7

On dit qu’une relation binaire R sur E est une relation d’équivalence lorsqu’elle est

— réflexive : Vz € E, zRx.
— transitive : Vz,y,z2 € E, [zRy et yRz] = zRz.
— symétrique : Vz,y € E, 2Ry — yRz.

Remarque

= Si F est un ensemble quelconque, la relation d’égalité est une relation d’équivalence. Si n € N, la relation R
définie sur Z par « Va,b € Z, aRb <= a =b [n]» est une relation d’équivalence. De méme, si f est
une application de E dans F, la relation R définie sur F par «Vz,y € E, xRy <= f(z)= f(y)» est
une relation d’équivalence.

Exercice 19

= Soit E un ensemble. Montrer que la relation R définie sur P (E) par
VA,BeP(E), ARB <= «Ilexiste une bijection de A dans B. »

est une relation d’équivalence.

Définition 2.4.8

Soit R une relation d’équivalence sur F et € E. On appelle classe d’équivalence de x et on note Cl(x)
I’ensemble des éléments de E en relation avec x

Cl(z) =={y € E | zRy}.

On dit qu’une partie A de E est une classe d’équivalence lorsqu’il existe = € E tel que A = Cl(x).

Soit R une relation d’équivalence sur E. Alors, la famille des classes d’équivalence est une partition de
E.

Exercice 20

= Soit n € N*. Déterminer le nombre de classes d’équivalence sur Z pour la relation de congruence modulo
n.
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2.5 L’ensemble des entiers naturels

Dans ce cours, nous ne chercherons pas & construire ’ensemble des entiers naturels. Nous nous limiterons a
la définition intuitive suivante.
N:=1{0,1,2,3,...}

Nous supposerons aussi définies les opérations usuelles + et x ainsi que la relation d’ordre totale <. Nous
admettrons enfin la proposition suivante.

Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Toute partie non vide majorée de N admet un plus grand élément.

2.5.1 Récurrence

Soit. A une partie de N telle que

— 0€ A,

— VneN, nedA=n+1€A
Alors A =N.

Remarques

= Cette proposition est au coeur du principe de récurrence. Si ‘H est un prédicat sur N tel que
— Hg est vraie,
— Vn e N7 Hn — Hn+1:
alors H,, est vraie pour tout n € N. Il suffit pour démontrer cela d’appliquer la proposition précédente a

A= {n € N|H, est vraie}.

= Le principe de récurrence double est une conséquence du principe de récurrence. En effet, si H est un prédicat
sur N tel que
— Ho et H; sont vraies,
— Vn € N, [Hn et Hnjuﬂ - Hn+2,
alors H,, est vraie pour tout n € N. Il suffit pour cela de remarquer que le prédicat P défini sur N par

VneN, P,:=<«H,et Hyy1 sont vraies »

vérifie le principe de récurrence.

= De méme, le principe de récurrence forte est une conséquence du principe de récurrence. En effet, si H est
un prédicat sur N tel que
— H, est vraie,
— Vn €N, [7‘[0 et ... et 'Hn]:>7'[n+1,
alors H,, est vraie pour tout n € N. Il suffit pour cela de remarquer que le prédicat P défini sur N par

vneN, P,:=«HoHi,...,H, sont vraies ».

vérifie le principe de récurrence.

Exercices 21

= Montrer que pour tout n € N, 4" + 2 est un multiple de 3.
= Soit (u,) une suite telle que

u=1, wu =1, et |VneN, uyio=upy1 +——=u,
n

+2

Montrer que pour tout n € N*, u,, < n?.
= Soit f: N — N une fonction surjective telle que

VneN, f(n)=n.



38 CHAPITRE 2. LOGIQUE, ENSEMBLES

B Montrer que f = Id.

2.5.2 Définition par récurrence

Soit E un ensemble, f € F(E,E) et x € E. Alors, il existe une unique suite (u,) d’éléments de F telle
que
Uy = T et YneN, upr1 = f(un).

Définition 2.5.1

Soit E un ensemble, A une partie de E et f € F(A, E). On dit qu'une partie B de A est stable par f
lorsque
Vr e B, f(z)e€B.

Remarques

= Si B est stable par f, il est possible de considérer la restriction de f & B, corestreinte & B. On parle alors
d’application induite & B.

= 1l arrive souvent que 'on ait un ensemble E, f € F(A, E) ou A est une partie de F, z € A, et que l'on
souhaite prouver l'existence d’une unique (u,,) telle que

Uy = et VneN, upt1 = f(un).

Si on trouve une partie B de A contenant x et stable par f, il suffit d’appliquer la proposition précédente a
I’application f induite & B. Mais sans une telle partie B, il est impossible de prouver ’existence d’une telle
suite. Supposons par exemple, qu’on se pose la question de 'existence d’une unique suite de réels (u,) telle

que
1 3u, — 2

u0:§ et VneN, up = —

Nous voyons rapidement qu’une telle suite n’existe pas. En effet, si c’était le cas, on aurait u; = 1 et
(3uy — 2)/(uy — 1) ne serait pas défini. On ne peut tout simplement pas appliquer la proposition précédente

car la fonction

Up — 1

f: R\{1} — R
3xr—2

v x—1

n’est pas définie sur R mais sur R\ {1}.
Exercice 22
= Soit x € [2,400[. Montrer qu’il existe une unique suite (u,,) telle que

3u, — 2

Uy =T et VneN, upp =—.
Up — 1
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3.1 Le corps ordonné R

3.1.1 La relation d’ordre sur R

La relation d’ordre < définie sur R posséde les propriétés suivantes.
(i) Elle est totale.
Va,be R, a<b ou b<a.

(ii) Elle est compatible avec l’addition.
Va,b,ce R, a<b = a+c<b+ec
(iii) Elle est compatible avec la multiplication.

Va,beR, [0<a et 0<b = 0<abd

Démonstration. On va considérer cette proposition comme un postulat pour démontrer d’autres propriétés
classiques de R.
Par exemple :
e L’antisymétrie de < donne

a0 et 0<a=a=0

ce qui signifie que 0 est le seul réel a la fois positif et négatif.
e Montrons que

0<aetb<0=ab<0.
Déja, si b < 0, alors d’apreés (i) b+ (—=b) < 0+ (—=b), i.e. 0 < —b. Ainsi, si 0 < a et b < 0 alors 0 < a et
b < 0 (donc 0 < —b d’aprés ce qu’on vient de dire). D’aprés (iii), cela implique 0 < a(—b) = —ab. Or, si
0 < ¢, alors d’aprés (i), 0 + (—c¢) < ¢+ (—c¢), i.e. —¢ < 0. Ainsi, —(—ab) < 0, i.e. ab < 0. Mais ab # 0
donc ab < 0.

O

Remarques
= Sia,b € R, la négation de « a < b» est «a >b».

= Deux réels a et b sont de méme signe si et seulement si ab > 0. On dit qu’ils sont de méme signe au sens
strict lorsque ab > 0.

= Quel que soit a € R, a? > 0.
Exercices 1

= Soit a, b deux réels positifs. Montrer que

@ga;b.

= Soit a,b,c € R tels que a® + b? + ¢ = ab + bc + ca. Montrer que a = b = c.
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Ya,b,c,d € R, [a<b et ¢<d = a+c<b+d

Va,b,c € R, [a<b et 0<c] = ac<be

Va,b,c,d € R, 0<a<b et 0<c<d = 0<ac<bd
Ya,b € R, Vn €N, 0<a<bh = 0<La™"<b”

Démonstration. Soit a,b,c,d € R.
e Supposons a < b et ¢ < d. En utilisant (ii) a+ ¢ < b+ cet b+ ¢ < b+ d donc par transitivité de <,
at+c<b+d.
e Supposons a < b et 0 < ¢ Par (ii), en ajoutant —a des deux cotés, 0 < b—a donc par (iii), 0 < ¢(b—a).
Ainsi, par (ii) en ajoutant ac des deux cotés, ac < be.
e Supposons 0 < a <b et 0<c<d 0< acvient directement de (iii). De plus, par le point précédent,
ac < be et be < bd et par transitivité de <, ac < bd

e On fait une récurrence en utilisant le point précédent.
O

Remarque

= On peut multiplier une inégalité de signe quelconque par un réel négatif. Dans ce cas, l'inégalité change de
sens.

Démonstration. Si[a < b et ¢ < 0], alors par (ii) en ajoutant —c des deux cotés, [a < b et 0 < —¢|. Ainsi,
d’aprés la deuxiéme propriété de la proposition précédente, —ac < —be d’ou d’aprés (ii) en ajoutant ac + be
des deux cotés, be < ac. O
Exercice 2

= L’assertion suivante est-elle vraie?

Va,b,c,d € R, [a<b et 0<ec<d = ac<bd

Soit a,b € R. Alors

0<a<b = 0<-=-<

| =
IS

Démonstration. Soit a,b € R. Supposons 0 < a < b. Déja, montrons que 0 < % Supposons le contraire, i.e.
% < 0 alors % < 0 donc aé < a-0 d’aprés la deuxiéme propriété de la proposition précédente. Cela donne 1 < 0,
d’ou la contradiction.

On a donc a < b et 0 < 1/a ce qui donne en appliquant la deuxiéme propriété de la proposition précédente
1< b/a. Or 0 < 1/b (en appliquant ce qu’on vient de prouver pour —) donc, & nouveau a ’aide de la deuxiéme
a

propriété de la proposition précédente, 1/b < 1/a.
O]

Ya,b,c,d € R, [a<b et ¢c<d = a+c<b+d

Va,b,c € R, [a<b et 0<¢ = ac<be

Ya,b,c,d € R, 0<a<b et 0<ec<d = 0<ac<bd
Va,be R, Vn e N*, 0<a<b = 0<a"<bd™

Démonstration. 1l faut prouver (ii) et (iii) de la proposition 1.1 avec des inégalités strictes. (iii) provient direc-
tement de 'intégrité de R. Pour (ii), considérons a,b,c € R tels que a < b. On veut montrer que a + ¢ < b+ c.
Supposons le contraire, b + ¢ < a + ¢ donc d’aprés (i) b+ ¢ — ¢ < a+ ¢ — ¢ donc b < a, ce qui est ABSURDE.
On peut maintenant prouver la proposition comme on avait prouvé la proposition 1.2 avec les nouveaux (ii) et
(iid). O
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Que retenir ?

% On peut toujours sommer des inégalités entre elles.

% On peut multiplier des inégalités entre elles si tout est positif.

ATTENTION cependant a ce que les inégalités soient dans le méme sens.

Définition 3.1.1

Soit a,b € R avec a < b. On définit

[a,0] ={z € R |a <z < b}, la,b[={z € R | a < x < b},
la,b] ={x € R|a < x < b}, [a, b ={x €eR | a < x < b},
[a,+o0[={z €R|a <z}, la,4+oo[={z €R | a < z},
|—00,b] ={z € R | z < b}, |—o00,b[={z € R | z < b}.

3.1.2 Valeur absolue

Définition 3.1.2

Pour tout réel a, on définit sa valeur absolue, notée |a| par

a sia
|a| = .
—a sia

Remarques
= Pour tout a € R, a? = |a|*.

= Si a et b sont deux réels, on définit la distance de a & b, notée d(a,b) par
d(a,b) = |a —b].

I Exercice 3

= Soit a,b € R. Exprimer min(a, b) et max(a,b) a l'aide de a, b et de la valeur absolue.

Va € R, la| >0
Va € R, la|=0<=a=0
Va € R, |—a| = |a]

Va,b € R, |ab] = |al |b] .

Remarques

= De cette proposition, on déduit les résultats suivants sur la distance entre deux réels.

Ya,b € R, d(a,b) =0
Va,b e R, d(a,b) =0 <= a=b
Va,b € R, d(b,a) = d(a,d).

Exercice 4

= Soit @ > 0 et x,y > a. Montrer que

1
VE Vil < gz eyl
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Proposition 3.1.6

Soit a un réel. Alors
|a| = max {a,—a}.

Remarques

= En particulier, si M est un réel positif, pour montrer que |a| < M il suffit de montrer que

a<M et —a<M.

= Soit @ un réel et M un réel positif. Alors

la] <M <— -M<a<M

la| > M <= J[a<-M ou a>M].

Exercice 5
= Soit z,y € R. Montrer que cos(x)sin(y) > —1.

Proposition 3.1.7

Soit a et b deux réels. Alors
la + 0| < la| + 18] .

De plus, I’égalité a lieu si et seulement si a et b sont de méme signe.

.

.

Proposition 3.1.8

Soit a et b deux réels. Alors

lla] =[] < la—b] et |a+b>|a] - [b].

.

Remarque
= Soit a, b, ¢ € R. Alors

|d(a,b) —d(b,c)| < d(a,c) < d(a,b) +d(b,c).

Exercice 6

= Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies ?

— Va,beR, |a—0b|<]a|—1b]- — Va,beR, a<b=]a| <}
— Va,beR, a®>< b <= |a] <|b]. — Va,beR, |a—0b|=>la|— b
— Va,b€R, |a—b|<|al+ bl — Va,beR, a| < |b|+|b—al.

Proposition 3.1.9

Soit aq,...,a, € R. Alors

Exercice 7

= Soit a,...,a, € Ret 0q,...,0, € R. Montrer que

<D lal.

k=1

n

Z ay, sin(6y)
k=1
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3.1.3 Intervalle
Définition 3.1.3

On appelle droite numérique achevée et on note R I'ensemble R auquel on adjoint deux éléments notés

—00 et +0o0. On munit R d’une relation d’ordre totale en prolongeant la relation d’ordre naturelle sur R
et en posant

Ve eR, —oc0o<ax<4o00.

Remarque

= On prolonge aussi de maniére naturelle I’addition et la multiplication sans toutefois définir (+00) — (+00)
et 0 X (£00).

Définition 3.1.4
On dit qu’une partie de R est un intervalle lorsqu’elle est de la forme
Qa R7 [a’ﬂ b] ’ ]a’7b[7 [a7b[’ ]CL, b] ’

[a,+oo[, la, +o0], ]—00, 0], ]—00, b]
ol a,b € R.

\. J

Remarques

= En particulier, pour a = b, [a,b] = {a} est un intervalle.

= On dit qu’un intervalle est non trivial lorsqu’il contient au moins 2 points.

= Si I est un intervalle non vide, il existe un unique couple (a,b) € R’ tel que I = [a,b], I =]a,b], I = [a,b]

ou I =]a,b[. On dit que a et b sont les extrémités de I. L’intervalle I est dit ouvert lorsqu’il ne contient pas
ses extrémités c’est-a-dire lorsqu’il est vide, ou qu’il est de la forme ]a,b[ ot a,b € R.

= L’intersection de deux intervalles est un intervalle. L’union de deux intervalles ayant au moins un point en
commun est un intervalle.

= Dans ce cours, une partie de R notée I ou J sera implicitement un intervalle.

3.1.4 Partie entiére, approximation

R posséde la propriété
VreR, Ve>0, dneN, ne>ux.

On dit que R est archimédien.

Remarque

= En particulier, si on note = le volume d’eau de ’océan et ¢ le volume que peut contenir une petite cuillére,
Parchimédisme de R nous permet de montrer qu’une personne (patiente) arrivera a vider 'océan a ’aide de
cette petite cuillére.

Définition 3.1.5

Soit x € R. Il existe un unique n € Z tel que

n<zx<n+l.

Cet entier est appelé partie entiére de x et est noté |x].

Remarques

= Trés souvent, plutot que d’écrire seulement ’encadrement classique, on écrira méme
r—1l<|z]<z<|z]+1

ou l'inégalité de gauche est obtenue grace a l'inégalité de droite. Cela pourra donner un point de départ
différent pour les exercices.
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™ Sia€ZetbeN* [a/b] est le quotient de la division euclidienne de a par b.
= Soit a > 0 et x € R. Alors, il existe un unique n € Z tel que na < z < (n + 1)a.

™ On définit de méme la partie entiére supérieure de = € R, notée [z], comme l'unique n € Z tel que
n—1 <z < n.Six est entier, alors |z] = [2] = «. Sinon, [z] = [z]| + 1.

Exercices 8
= Calculer |z| 4 [~z pour tout = € R.
= Montrer que la partie entiére est une fonction croissante.

= Soit « € [0, 1]. Montrer qu’il existe un unique n € N* tel que

n—1

<a< .
noo n+1

Définition 3.1.6

Soit a € R et € > 0. On appelle valeur approchée de a a la précision ¢ tout réel b tel que |a — b| < e. Si

b < a (respectivement b > a), on dit que b est une valeur approchée de a par défaut (respectivement,
par exces).

Remarques

= On note Q 'ensemble des nombres rationnels et R \ Q ’ensemble des nombres irrationnels. Q est stable par
les opérations usuelles : addition, soustraction, multiplication et division.

= Quel que soit n € N, /n est soit un entier, soit un irrationnel. En particulier, V2, V3 et /5 sont des
irrationnels. On peut montrer que e et 7 sont irrationnels.

Définition 3.1.7

On dit qu’un réel a est décimal lorsqu’il existe m € Z et n € N tels que

a=m-107".

Remarques
= Un nombre décimal est rationnel. Cependant 1/3 est rationnel, mais n’est pas décimal.

= L’ensemble D des nombres décimaux est stable par les opérations d’addition, de soustraction, de multipli-
cation mais pas par division.

Soit a € R et n € N. Alors, d = |10™a] - 107" € D est une approximation par défaut de a a la précision
107",

3.2 Fonction réelle d’une variable réelle

3.2.1 Définition

Définition 3.2.1

On appelle fonction réelle toute fonction définie sur une partie D de R, a valeurs dans R.

Remarques

= 1l sera essentiel de ne pas confondre une fonction avec son expression. Par exemple parler de la fonction sin x
est une erreur grave. On parlera plutot de la fonction définie sur R qui au réel x associe le réel sinx ou dans
ce cas précis de la fonction sinus.

= Par abus de langage, il est courant que les énoncés demandent & 1’éléve de donner le domaine de définition
d’une fonction donnée par une expression (par exemple /z). Dans ce cas, il faut donner ’ensemble D des x
pour lesquels cette expression a un sens (ici, Ry). La fonction f sera alors la fonction de D dans R, qui &
associe cette expression en x.
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Exercice 9

= Déterminer le domaine de définition de la fonction d’expression
f(z) =In (x + Va2 — 1) .
Définition 3.2.2

Soit f et g deux fonctions définies sur D.
— Pour tout A\, x € R, on définit la fonction Af + pg par

Ve eD, (Af+ng)(x) = Af(2)+ pg(z).
— On définit la fonction fg par
Ve eD, (f9)(z):= f(x)g(x).
— Si f ne s’annule en aucun point de D, on définit 1/f par

Vx € D, (%) (@) = %

3.2.2 Symétries

Définition 3.2.3

Soit f une fonction définie sur un domaine D symétrique par rapport a 0, c¢’est-a-dire tel que
VeeD, —xeD.

On dit que
— f est paire lorsque
VzeD, f(-z)=f(z).

— [ est impaire lorsque
Ve €D, f(-z)=—f(2)

\. J

Remarques

= Si f est paire, la droite (Oy) est un axe de symétrie du graphe de f.
y

— ~~—

= Si f est impaire, O est un centre de symétrie du graphe de f.
y

= Si f est paire ou impaire, pour étudier f, il suffit d’étudier sa restriction & D NR,.
Exercice 10
= Montrer que la fonction d’expression
In (:v + Va2 + 1)
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[ | est impaire.

Définition 3.2.4

Soit 7' € R et f une fonction dont le domaine de définition vérifie
VeeD, xz+T€eD et z—T€D
On dit que f est T-périodique, ou que T est une période de f, lorsque
VeeD, f(x+T)=f(x).

Lorsque f admet une période non nulle, on dit que f est périodique.

Remarques

= Si f est T-périodique, alors
VeeD, VkeZ, f(x+EkT)=f(z).

= Si f est T-périodique, la translation de vecteur T &7 laisse stable le graphe de f.
y
A Y x
\/ O

Pour étudier f, il suffit d’étudier sa restriction & D N [a,a + T] pour un certain a € R.

= Sl existe a € R tel que f (a — z) = f (z), la droite d’équation z = a/2 est un axe de symétrie du graphe de

—/ /N

= La fonction d’expression

Exercices 11

f(z) = sin(2z) + cos (%)
est-elle périodique ?

= Montrer que le graphe de la fonction d’expression
fl@)=Ih(2>+2z+1)

admet un axe de symétrie.

= Tracer le graphe qu’une fonction quelconque f, puis celui des fonctions

z+— f(z) +a, x = f(x+a), x— fla—1), x — f(ax), x = af(x).

Soit A et B deux parties de R et f une bijection de A dans B. Alors le graphe de f~! est le symétrique
du graphe de f par rapport a la premiére bissectrice des axes [Ox) et [Oy).
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3.2.3 Monotonie

Définition 3.2.5

Soit f une fonction définie sur D. On dit que
— f est croissante lorsque
Vz,y €D, z<y= f(z)<fy)

— f est décroissante lorsque
Vr,y €D, z<y= f(z) > f(y)

— f est strictement croissante lorsque
Ve,y e D, z<y= f(z) < f(y).
— f est strictement décroissante lorsque

Vz,y €D, x<y= f(z)>f(y)

\

Remarques

= Les fonctions constantes sont les seules fonctions qui sont & la fois croissantes et décroissantes.
= Une fonction peut n’étre ni croissante, ni décroissante. C’est le cas de la fonction x — 22 sur R.
= Si f est strictement monotone, elle est injective.
T

Si f est strictement croissante alors
Ve,y e D, f(z)< fly) =z <y.

De méme
Vz,y €D, f(z)<fly) = z<y.
Attention, si f est seulement croissante et si f(z) < f(y), on ne peut pas en conclure que z < y.

= Si f est strictement croissante et xy € D est un zéro de f, pour placer x € D par rapport a xg, il suffit de
déterminer le signe de f(xg).

= Les effets des opérations usuelles sur les propriétés de monotonie sont résumés dans les tableaux ci-dessous.
— Combinaison linéaire positive

¢ & croissante | décroissante
croissante croissante X
décroissante X décroissante
— Produit de fonctions positives
g . L.
£ croissante | décroissante
croissante croissante X
décroissante X décroissante
— Inverse d’une fonction strictement positive ou strictement négative
f croissante décroissante
1/f | décroissante | croissante
— Composition
g . .
f croissante décroissante
croissante croissante décroissante

décroissante | décroissante croissante
Lorsque c’est possible, il est souvent bien plus judicieux de déterminer la monotonie d’une fonction & partir
de ces régles plutot qu’a partir de ’étude du signe de la dérivée. En effet, cette méthode est bien plus rapide
et source de beaucoup moins d’erreurs.

Exercices 12
= Montrer que la fonction
f: R*

—
r +—

8| —=

n’est ni croissante, ni décroissante.
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= Déterminer la monotonie des fonctions d’expressions

1
_ vr+1l—y/x.
e ++1+4+x \/—

3.2.4 Fonction majorée, minorée, bornée

Définition 3.2.6

On dit qu’une fonction réelle f est
— magorée lorsque
IMeR, VxeD, f(x)<M.

— minorée lorsque
ImeR, VzxeD, f(z)=m.

I Exercice 13

= Montrer que la fonction d’expression ze™* est majorée sur R.

Définition 3.2.7

On dit qu’une fonction réelle ou complexe f est bornée lorsque

IMeR,, VzeD, |f(z)<M.

I Exercice 14

= Montrer que la fonction d’expression 1-&-% est bornée par 1/2 sur R.

Une fonction réelle est bornée si et seulement si elle est minorée et majorée.

Définition 3.2.8

Soit f et g deux fonctions de domaine D. On dit que f est inférieure & g et on note f < g lorsque

VzeD, f(z)<g(z).

Remarques

= La relation < est une relation d’ordre sur F (R, R). Elle n’est pas totale.
= La négation de f < g s’écrit
xeD, f(z)>g(x).

3.3 Fonction continue, fonction dérivable

3.3.1 Limite

Dans ce chapitre, on ne définira pas précisément la notion de limite. On se basera sur la définition intuitive
suivante :

Définition 3.3.1

Etant donné une fonction f et a,l € R, on dit que f (z) tend vers [ lorsque z tend vers a, lorsque, quitte

a rendre x proche de a, on peut rendre f(z) aussi proche que I’on souhaite de [. Dans ce cas, on note
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Soit a € R et f, g deux fonctions telles que f(x) et g(x) tendent respectivement vers [; et [, € R lorsque
z tend vers a. Alors
— Si A et p sont deux réels

Af(@) + pg(@) ——= N + ply-

— On a
flx)g(z) — I¢l,.

r—a

— Sily #0
1 1

f@) a1y

— Plus généralement, si {; # 0

Soit f et g deux fonctions. On suppose que f(x) tend vers Iy € R lorsque z tend vers a € R et que g
tend vers I, € R lorsque x tend vers [;. Alors g(f(x)) tend vers [, lorsque z tend vers a.

Remarque

= De nombreuses autres régles existent mélangeant limites finies et infinies. Elles sont résumées dans les
tableaux ci-dessous ou la présence d’une croix représente une forme indéterminée.

— Somme
Si f et g sont deux fonctions admettant respectivement pour limites [y et [, € R, alors f+ g
ly
| -0 | lgeR | 400
—00 —00 —00 X
lyeR | —oo | Iy +1; | +00
+00 X +00 +00

— Opposé

Si f est une fonction admettant pour limite ! € R, alors — f
l| —oc0 | lER | +00
+o00 -l —00

—  Multiplication par un scalaire B
Si f est une fonction admettant pour limite [ € R et A € R, alors \f

\ l —o0 | lER | 400

A<O0 400 Al —00

A>0 —00 Al 400

— Produit
Si f et g sont deux fonctions admettant respectivement pour limites [y et [, € R, alors fg
I ly —00 | lg<0 | 0 |l;>0]| 400
—00 —+00 +00 X —00 —00
lf <0 —+00 lflg 0 lflg —00
Iy =0 X 0 0 0 X

lf >0 —00 lflg 0 lflg +o0o
+o00 —00 —00 X +o00o +oo

— Inverse

Si f est une fonction admettant pour limite [, alors 1/ f
I|—oco|l<O] 0° [O] 0" [I>0] +oc0
0 1/l | —oo | X | 400 | 1/1 0

— Eaxponentiation
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Si f et g sont deux fonctions admettant respectivement pour limites I; et [,, alors f9

7 lg —00 [ lg<0 |0 |l;>0]| 400
0 +00 +00 X 0 0
O<lp<l|+4oc0| 1y |1 17 | 0
1 X 1 1 1 X

1<y o | 1y 1] 1 | 4o

400 0 0 X +o00 400

Exercice 15

= Déterminer les limites en 0 de 2% et z&= ; en déduire que « 0° » est une forme indéterminée. De méme,
déterminer la limite en +oo de (1 + 1/2)%; en déduire que « 17°° » est une forme indéterminée.

3.3.2 Continuité

Définition 3.3.2

On dit qu’une fonction f : D — R est continue en xzo € D lorsque

£ (@) = £ (@0).

On dit que f est continue lorsque quel que soit xg € D, f est continue en x.

Soit f,g : D — R deux fonctions continues. Alors
— Quels que soient A, pu € R, la fonction Af + ug est continue.
— La fonction fg est continue.
— Si g ne s’annule pas, f/g est continue.

La composée de deux fonctions continues est continue.

Théoréme 3.3.1: Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sur [a,b]. Si yo € « [f(a), f(D)] », il existe zq € [a,b] tel que f(zo) = yo.

Théoréme 3.3.2: Théoréme de la bijection

— Soit f : [a,b] = R (ou1 a,b € R et a < b) une fonction continue, strictement croissante. Alors elle
réalise une bijection de [a, b] sur
f([a,8]) = [f(a), fF(B)].

— Soit f :Ja,b[— R (ot a,b € R et a < b) une fonction continue, strictement croissante. On pose

lo = lim f(x) et I = lig}) f(=).

r—a

Alors f réalise une bijection de ]a, b[ sur

f (]0’7 b[) = ]laylb['

Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone. Elle réalise donc une bijection de I sur
J = f(I). Alors

— f~1 est strictement monotone, de méme sens de variation que f.

— f~! est continue.
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3.3.3 Dérivabilité

Définition 3.3.3

Soit f: D — R et 2o € D. On dit que f est dérivable en xy lorsque

f(xo +h) = (o)
h

admet une limite finie lorsque h tend vers 0. Dans ce cas, on note f'(zq) cette limite que ’on appelle
nombre dérivé de f en xy. On dit que f est dérivable lorsqu’elle est dérivable en tout point de D.

. J

Remarques

f(@) = f(zo)

r — X

= 1l est équivalent de dire que f est dérivable en xg lorsque admet une limite finie lorsque x tend
vers xg. Cette limite est f/(xo).
= Si f est dérivable en xg, la droite d’équation y = f(xo) + f'(zo)(z — o) est tangente au graphe de f en .

= Lorsque

f(wo + 1) = flxo)

h h—0

+o0,

le graphe de f admet une tangente verticale en zy. Dans ce cas, f n’est pas dérivable en x.

= On dit qu'une fonction f est dérivable & gauche en x( lorsque I’expression

f(zo+h) — f(zo)
h

admet une limite finie lorsque h tend vers 0 par la gauche; si tel est le cas, cette limite est notée f; (zo). On
définit de méme la notion de dérivabilité a droite. Une fonction est dérivable en x si et seulement si elle est
dérivable & gauche et & droite en zg et que f; (o) = f} (o).

= Si f et g sont des fonctions telles qu’en xg, f(xg) = g(zo), on ne peut rien en conclure sur f’(zg) et ¢'(xo).
En particulier, il est absurde de dire que parce que f(zg) = 0, on peut en déduire que f'(z9) = 0. On dira
qu’on peut dériver des identités, mais pas des égalités.

Soit f: D — R et zg € D. Si f est dérivable en xg, alors elle est continue en .

Remarque

= La réciproque de cette proposition est fausse comme le montre I'exemple de la fonction z — |z| qui est
continue en 0 mais qui n’est pas dérivable en 0.
Exercice 16

= Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b € R pour que la fonction f définie sur R par

ar+b siz <O

X

Vo € R, f(a:):{

e six > 0.

soit dérivable en 0.

Définition 3.3.4

Soit f : D — R une fonction. On note D’ ’ensemble des zo € D en lesquels f est dérivable. On définit
la fonction dérivée de f, notée f’ par
ff+ D — R
x — fl(z).

\. J

Remarque

= Les fonctions usuelles sont dérivables en tout point de leur ensemble de définition, excepté la fonction x — ||
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qui n’est pas dérivable en 0 et les fonctions x — {/x qui ne sont pas dérivables en 0 pour n > 2.

| D | f(z) | Dy | /'(z) |
R " (n €N) R {nxn—l S? nzl
0 sin=0

R* 2" (n€eZ) R* nz" 1
R% z® (a€eR) R% az®~!
R, Yr=av (ne€N¥) R Lpn-t
R e’ R e’
R Inz R, 1
R* In |x| R* %
R cos T R —sinx
R sinz R cos T

R\ (3 +7Z) tanx R\ (% + 7Z) 1+tan?z = 21—

R\ 7Z cotan R\ 7Z — (1 + cotan? z) = — =

Soit f: D — Ret g: D — R deux fonctions dérivables. Alors

Soit f : Dy — Ret g : D, — R deux fonctions telles que f(Dy) C Dy. Si f et g sont dérivables, alors

(gof) (2)=

g o f est dérivable et

Remarque

Vo € D,

La fonction fg est dérivable et

Vo € D,

Vz €D, <

o

Quels que soient A,y € R, la fonction Af + pug est dérivable et

_J(=)
f2(x)

(Af + ng) (z) = Af'(z) + pg' ()

(f9) (z) = f'(x)g(z) + f(x)g' (2).

Si f ne s’annule pas sur D, 1/f est dérivable et

Plus généralement, si g ne s’annule pas sur D, f/g est dérivable et

z) - f@)g' (@)

Vz €D, (f)/ (z) = L@

g

Vo € Df,

9?(z)

f'(@)g' (f(z)).

= En particulier, si f : D — R est une fonction dérivable et n € N, la fonction g définie sur D par

est dérivable et

Vx €D,

Vx € D,

g(z) = f(z)"

d'(z) = nf'(x) f(z)""".

= Si f(z) == a(x)/b(x)?, il est bon d’écrire f(x) sous la forme f(x) = a(x)b(x)~* avant de dériver f.

53

= Attention, ce n’est pas parce que les théorémes usuels ne peuvent pas s’appliquer en un point qu’on peut en
conclure que la fonction n’y est pas dérivable.

Exercices 17

= Montrer que la dérivée d’une fonction paire (resp. impaire, T-périodique) est impaire (resp. paire, T-

périodique).
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ot
H~

= Etudier la dérivabilité et calculer les dérivées des fonctions d’expression

z+1 3 22 [1+x
Wk (x +2x—|—1)e , In T2

= Etudier la dérivabilité et calculer la dérivée de la fonction définie sur [0, 7/2] par

Vi € [o, g} . f(z) =1 _cosz.

Proposition 3.3.9

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I, dérivable et strictement monotone. Elle réalise
donc une bijection de I sur J := f(I). On pose

A={zel] f'(z)=0}.

Alors f~1 est dérivable en tout point de J \ f(A) et

vye J\f(A), (FW =57

,
.

3.3.4 Dérivées successives

Définition 3.3.5

Si f: D — R est une fonction, on définit par récurrence la dérivée n-iéme de f (lorsqu’elle existe) de la
maniére suivante

— On pose f(© = f.

— Sin €N, on définit f(*1) comme étant la dérivée, lorsqu’elle existe, de (™).
Si o € D, on dit que f est dérivable n fois en zo lorsque f(™) est définie en xo. On dit que f est dérivable
n fois lorsqu’elle est dérivable n fois en tout point de son domaine de définition.

Proposition 3.3.10

Soit f: D — R et g: D — R deux fonctions dérivables n fois.
— Soit A\, u € R. Alors Af + pg est dérivable n fois et

veeD, (Af+pug)™ () =A™ (2) + pg™ (z).

— fg est dérivable n fois.
— Si g ne s’annule pas, alors f/g est dérivable n fois.

Proposition 3.3.11

7
| L

Soit f: Dy — Ret g: Dy — R sont deux fonctions telles que f(Dy) C Dy. Si f et g sont dérivables n
fois, alors g o f est dérivable n fois.

~
| .

Définition 3.3.6

On dit qu’une fonction f : D — R est de classe C' lorsqu’elle est dérivable et que sa dérivée est continue.

Proposition 3.3.12

Soit f: D — R et g: D — R deux fonctions de classe C'.

— Soit A\, u € R. Alors Af + g est de classe C*.
— fg est de classe C!.
— Si g ne s’annule pas, alors f/g est de classe C!.
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La composée de deux fonctions de classe C! est de classe C!.

3.3.5 Dérivation et monotonie

Soit f une fonction réelle, dérivable sur un intervalle I. Alors
— f est croissante si et seulement si
Veel, f'(z)=0.

— f est décroissante si et seulement si

Vveel, f'(z)<0.

Remarque

= Cette proposition est fausse lorsque le domaine de définition de f n’est pas un intervalle. Par exemple la
fonction
f: R" — R
x — 1/x

n’est pas décroissante sur R* bien qu’elle soit dérivable et que sa dérivée soit négative. Cependant ses
restrictions aux intervalles R* et R% sont toutes les deux décroissantes.

Exercice 18

= Montrer que

Ve e[0,1], z< (1—}—%)111(1—&—35).

Soit f une fonction réelle, dérivable sur un intervalle I. Alors f est constante si et seulement si

veel, f'(z)=0.

Remarque

= Cette proposition est fausse lorsque le domaine de f n’est pas un intervalle.

Soit f une fonction réelle, dérivable sur un intervalle I. Si
—Veel, f(z)=0
— Le nombre de points de I ot f’ s’annule est fini.
alors f est strictement croissante.

Remarques

™ La fonction 2 — 23 est strictement croissante sur R bien qu’elle soit dérivable et que sa dérivée s’annule en
0.

= Une fonction croissante qui n’est pas strictement croissante est constante sur un intervalle non trivial. Ces
fonctions sont donc rares. Cependant, il est toujours plus délicat de montrer qu’une fonction est strictement
croissante que croissante. Lorsqu’on a besoin de la stricte monotonie, il convient donc d’étre particuliérement
attentif. Inversement, il est inutile de prouver la stricte monotonie si seule la monotonie nous est utile.

Exercice 19

= Combien de racines réelles posséde le polynéme P = X3 —3X —17?
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3.3.6 Dérivation des fonctions a valeurs dans C

Définition 3.3.7

Soit f: D — C et 9 € D. On dit que f est dérivable en z( lorsque Re(f) et Im(f) le sont. Si c’est le
cas, on définit le nombre dérivé de f en x( par

f'(z0) = Re(f)"(x0) + iIm(f)'(zo).

On dit que f est dérivable lorsque f est dérivable en tout point de D.

Soit f: D — Cet g: D — C deux fonctions dérivables. Alors
— Quels que soient A\, u € C, la fonction A\f + pg est dérivable et

Ve €D, (A +ng)(x) =Af(2)+ pg'(z).
— La fonction fg est dérivable et
Ve eD, (fg9)(z)=f(x)9(x)+ f(2)d ().

— Si f ne s’annule pas sur D, 1/f est dérivable et

1y’ f'(@)
Vo € D, (—) z)=— .
7)W= Pw
— Plus généralement, si g ne s’annule pas sur D, f/g est dérivable et

Vr €D, (g) (x) = ! (f”)g(ffgzz;)‘(x)g (z)

Soit f : D — C une fonction dérivable. Alors la fonction g définie par
Ve e D, g(z):=el@

est dérivable et
VeeD, g (z)=f(z)e@.

Soit f une fonction complexe, dérivable sur un intervalle I. Alors f est constante si et seulement si
Veel, f'(z)=0.
Remarque

= On dit qu’une fonction f : D — C est de classe C! lorsque ses parties réelles et imaginaires le sont. Comme
pour les fonctions & valeurs réelles, on montre qu'une combinaison linéaire, un produit, un quotient ainsi que
I'exponentielle de fonctions de classe C' sont de classe C*.

3.4 Intégration, primitive

Dans la suite de ce chapitre, K désigne 1'un des corps R ou C.
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3.4.1 Primitive

Définition 3.4.1

Soit f : D — K. On appelle primitive de f toute fonction dérivable F': D — K telle que

VzeD, F'(z)=f(z).

Soit f : I — K une fonction admettant une primitive F' sur un intervalle I. Alors les primitives de f
sont les fonctions F : I — K définies sur I par

Veel, Fe(z):=F(x)+C

ou C € K.

Remarque

= Si la fonction d’expression F'(x) est une primitive de la fonction d’expression f(z), on écrira

/f(x) dz = F(x).

Il faudra rester vigilant avec cette notation. Par exemple

/1dx=x et /1dx=x—|—1

mais z # x + 1. On ne l'utilisera donc que pour calculer des primitives et on s’abstiendra de toute lecture
autre que de la gauche vers la droite. On s’abstiendra aussi de l'utiliser avec des inégalités.

3.4.2 Intégration et régularité

Soit f : I — K une fonction continue sur un intervalle I et o € I. On définit sur I la fonction F' par
Veel, F(x) ::/ f(t)de.
0

Alors F est de classe C! et
Ve el, F'(z)=f(x).

En particulier, F' est une primitive de f.

Soit, f : I — K une fonction continue sur un intervalle . Alors f admet une primitive. Plus précisément,
pour tout zy € I, il existe une unique primitive F' de f s’annulant en z(. De plus

Vrel, F(z)= / " fyat.

Théoréme 3.4.1: Théoréme fondamental de ’analyse

Soit f : I — K une fonction continue sur un intervalle I et a,b € I. Alors, si F' est une primitive de f

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a).
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3.4.3 Intégration et inégalité

Soit f: I — R et g: I — R deux fonctions réelles continues et a,b € I. On suppose que

a<b et [Vxelabd], f[flz)<gl).

[ e [ o

3.4.4 Intégration par parties, changement de variable

Alors

Soit f : I — K une fonction de classe C' et g : I — K une fonction continue sur un intervalle I. Soit G
une primitive de g. Alors, si a,b € I

b iitfﬁr\e b
/ f(@) 9@) do = [f@G @) - / f'(2)G(x) da.
a S~~~ a

dérive

Exercice 20
= Pour tout n € N, on définit I,, par

1
I, ::/ "1 —tdt
0

Calculer Ij et trouver une relation de récurrence entre I,, et I, 1.
Remarque
= Si f est dérivable et que G est une primitive de g, alors

integre

PN
/ (@) (@) dz = f(2)G(z) / /()G (x) da.
~~

dérive

Soit f : I — K une fonction continue sur un intervalle I. Soit J un intervalle, Z : J — I une fonction de
classe C! et ag, b, € I et az, by € J tels que

a; =T (a;) et by =T (be).

Alors
by ds b,
[ reyFwa= [ i@
Exercice 21
= Calculer / In (1 4 cos® z) sin (2z) dz.
0
3.4.5 Calcul de primitive

Etant donnée une fonction f définie sur un intervalle & partir d’une expression en les fonctions usuelles,
on cherche une primitive F' de f. Puisque f est une expression en les fonctions usuelles, elle est en particulier
continue, donc admet une primitive. Le probléme du calcul de primitive est d’expliciter une telle fonction.

Il est d’abord essentiel de connaitre par coeur les primitives des fonctions usuelles.
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D f(z) F(z)
nFl
R 2" (neN) FEs)

* n 2" Tl
R* | 2" (neZ\{-1}) pEn|
R* 1 In |x|
R e” e”
R cos & sin x
R sin —Ccosx

Ensuite, il existe de nombreuses techniques & connaitre pour calculer certaines primitives.
— Polynémes
Le calcul d’une primitive d’une fonction polyndme se fait de maniére immeédiate

a a a
/ao+a1x+a2x2+~~~+anx”dx:aox+—1x2+—2m3+~~+ n_gntl,
2 3 n+1

— Polynémes-exponentielle
Le calcul d’une primitive d’une fonction polynéme-exponentielle, c’est-a-dire de

/ (ao + a1z + asz® + -+ + a,a™) e da

se fait facilement par récurrence en effectuant une intégration par parties

integre

~ =
/ (ao +a1x+asx®+ -+ anzn) e dux.

dérive

De cette maniére, on abaisse le degré du polynome. Il suffit de réitérer le procédé jusqu’a faire disparaitre
le terme polynomial.

Exercice 22

= Calculer /(2x + 3)e” du.

— Polynomes-sinus/cosinus
On calcule de méme toute primitive du produit d’une fonction polynome et d’une fonction sinus ou
cosinus.

Exercice 23

= Calculer /xcosa:da:.

— Exponentielle-sinus/cosinus Pour calculer des primitives de la forme

/e“cos(baj)dx ou /e”sin(ba:)da:,

on passe par I'exponentielle complexe. On fait de méme si un polynéme est en facteur d’une telle expres-
sion.

Exercice 24

= Calculer /eh sin(3x) dx.

— Polynoéme-logarithme
Le calcul d’une primitive d’une fonction polynéme-logarithme, c’est-a-dire de

/ (ao +ax+asax®+--+ anz”) Inzdx

se fait facilement par intégration par parties

intégre

/(ao+a1x—|—a2x2+---+anm") Inz dz.

dérive




60 CHAPITRE 3. COMPLEMENTS D’ANALYSE

Exercice 25
= Calculer /lnxdx.

— Polynémes en sin et cos
Pour le calcul de primitives de polyndmes en sin et cos, c’est-a-dire de :

/sin”xcosmxdx oun,méeN

on peut, lorsque n ou m est impair effectuer un changement de variable pour se ramener & un calcul de

primitive de polynome.

— Si m est impair, soit m’ € N tel que m = 2m’ + 1. On effectue alors le changement de variable
t =sinz.

!
/ sin” x cos™ xdx = / sin” z cos®™ Tz dx
2
= [ sin"x (1 — sin x) cosz dz

- /t” (1-)" at.

— Si n est impair, on effectue le changement de variable ¢ = cos x.
— Si n et m sont pairs, on effectue une linéarisation de ’expression.

Exercice 26
= Calculer
/ sin? z cos® z dz, / cos? z sin® z dz, / cos? x sin® z dz.
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Dans ce chapitre, K désigne Q, R ou C.

4.1 Polyn6éme

4.1.1 Définition, degré et coefficients
Définition 4.1.1

On appelle polynome & coefficients dans K toute expression de la forme

P=ay+a X+ +a, 1 X" ' +a,X"

ou ag,...,a, € K. L’ensemble des polynomes a coefficients dans K est noté K[X].

Remarques

= Dans cette expression, X est appelée 'indéterminée et sa vocation est d’étre substituée par un élément = de
K. Cette substitution se note X — z et le résultat ainsi obtenu est noté P(x). Par exemple, si P := X2+ X +1,
alors P(2) =22 +2+1=1.

= Nous reviendrons au cours de l’année sur les polynoémes. Pour le moment, I’essentiel est de savoir calculer
dans K[X]. On se basera sur les deux points suivants que nous considérerons comme axiome.
— Si P e K[X], il existe n € N et ag,...,a, € Ktelsque P=ag+ a1 X + -+ a, 1 X" ! +a, X"
— Siag,...,a, € K sont tels que ag + a1 X + -+ an_1 X" ' +a,X"=0,alors g =--- = a, =0.
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Définition 4.1.2

Si P € K[X] est un polynéme non nul, il existe un unique n € N et un unique (ao,...,a,) € K" tel
que
P=ay+a X+ 4an1 X" +a,X" et an #£ 0.

L’entier n s’appelle le degré de P et est noté deg P. Les éléments ag, . ..,a, € K sont ses coefficients.
Par convention, on dit que le degré du polynéme nul est —oo.

Définition 4.1.3

Pour tout n € N, on note K,,[X] I’ensemble des polynomes de degrés inférieurs ou égaux a n.

Remarque

= Sin €N, un polynéme P € K[X] est de degré inférieur ou égal a n si et seulement si il existe ag,...,a, € K
telsque P=ag+ a1 X + -+ a, X"

Soit P,@Q € K[X] et n € N.
— Soit A\, € K. Si deg P < n et deg @ < n, alors

deg (AP + pQ) < n.
— Soit A € K* et p € K. Si deg P = n et deg Q < n, alors

deg (AP + p@Q) = n.
— On a deg (PQ) = deg P + deg Q.

Remarque

= Attention, une combinaison linéaire de polynomes de degré n peut étre de degré strictement inférieur & n.
Par exemple, si P = X? +1let Q= —X2+1, deg(P + Q) = deg(2) =0 # 2.

Définition 4.1.4

Soit A, B € K[X] avec B # 0. Alors, il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que
A=QB+R et degR < degB.

Q est appelé quotient de la division euclidienne de A par B, R son reste.

4.1.2 Racines

Définition 4.1.5

Si P € K[X], on appelle racine de P tout élément o € K tel que P(a) = 0.

Remarques
= Le calcul des racines des polynomes de degré 2 se fait en utilisant le discriminant.

= Il n’y a pas de méthode systématique pour trouver les racines des polynomes de degré supérieur. En effet,
on peut montrer qu’il n’existe pas de formule générale permettant de calculer les racines des polynémes de
degré 3 ou plus avec des radicaux réels. Et méme si on s’autorise les racines n-iémes de nombres complexes,
il n’existe pas de formule générale permettant de déterminer les racines de polynémes de degré 5 ou plus.
Cependant, il existe différentes techniques qui sont efficaces pour certains polyndmes.

Soit P € K[X] et a € K. Alors « est une racine de P si et seulement si il existe @ € K[X] tel que
P=(X-a)Q.
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Remarques

= La factorisation effective se fait en effectuant une division euclidienne. Par exemple, si P := X34+3X243X 42,
on remarque que P(—2) = 0 donc P se factorise par X + 2 et la division euclidienne s’effectue de la maniére
suivante.

X3 +3X% +3X +2|X +2

X3 +2X2 X2+ X+1
X2 43X +2
X? 42X
X +2
X +2
.

donc X? +3X2+3X +2= (X +2)(X?+ X +1). Puisque les racines de X2 + X + 1 dans C sont j et j?, on
en déduit que les racines de P sont —2,j et j2.

= Si P est un polynome & coefficients entiers, il existe une technique efficace pour déterminer rapidement ses
racines rationnelles. Soit aq,...,a, € Z tels que a,, #0 et P =a, X™ 4+ -+ a1 X + ag. Si = est une racine
rationnelle de P, il existe p € Z et ¢ € N* premiers entre eux tels que x = p/q. Puisque P(z) = 0, on en

déduit que
n
an(fz) era P a0
q q

En multipliant par ¢", on obtient
anp" + anap" g+ -+ apg" ! + aog” = 0.

On en déduit que
anp” = —q (an—1p" "+ + a1pg" % + ag" ")

et donc que ¢ divise a,p™. Or ¢ et p sont premiers entre eux donc ¢ et p™ sont premiers entre eux. D’aprés
le lemme de GAUSS, on en déduit que ¢ divise a,. De méme, on montre que p divise ag. Comme il existe
un nombre fini de diviseurs d’un entier, les racines rationnelles sont donc & chercher parmi un nombre fini
d’éléments. Par exemple, si P := 3X? + 5X2 + 5X + 2, et si p/q est une racine rationnelle irréductible
de P, alors p divise 2 et ¢ divise 3. Donc p € {—2,-1,1,2} et ¢ € {1,3}. Les racines rationnelles de P
sont donc parmi {—2,-1,1,2,-2/3,-1/3,1/3,2/3}. Si on teste tous ces rationnels, on se rend compte que
seul —2/3 est une racine de P. P se factorise donc par 3X + 2 et une division euclidienne nous donne
P =(3X +2)(X?+ X +1). Les racines de P sont donc —2/3,j et j2.

= D’autres techniques permettent de trouver les racines d’un polynoéme de degré n > 3. Par exemple, pour
certains polynomes, ramener la recherche de leurs racines & la recherche des racines n-iémes d’un nombre
complexe.

Un polynéme P € K[X] de degré n € N admet au plus n racines.

Remarques
= En conséquence, un polyndme de degré inférieur ou égal & n admettant au moins n + 1 racines est nul.

= Un polynéme admettant une infinité de racines est donc nul.

4.2 Somme et produit

4.2.1 Somme
Définition 4.2.1

Soit m,n € Z tels que m < n et Upy, U1y« - -5 Un—1, Uy € C. On définit

n
Zuk = Uy, + Umg1 + 0+ Up—1 + Up.

k=m
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Remarque

= Lorsque n = m — 1, la convention est de poser Zzzm ug = 0. Cette convention permet d’écrire

n n—1
Vn > m, E Up = Uy + E U
k=m k=m

= Sim,n € Z sont tels que n > m — 1, alors Card([m,n]) = n — m + 1. En particulier, quel que soit a € C

n
Z a=(n—-m+1)a
k=m
Exercice 1
= Ecrire avec le symbole 3~ les sommes suivantes, sachant que chacune d’elle est composée de n + 1 termes.
—ap+a1—az+azg+---, a1 +ag+ar+---

(L0+2CL1+3CL2+46L3+"', ao—2a1—|—4a2—8a3—|—---

Soit m,n € Z, A\, € C et (ug)kez, (Vk)rez deux suites d’éléments de C. Alors

Z ()\uk+,uvk):)\2uk+u2vk.
k=m k=m k=m

— Soit m,n € Z et p € Z. Alors

Su= 3w

k=m—p

— Soit n € N. Alors

n n
E U = E Un—k-
k=0 k=0

Remarque

= En pratique, lorsque ’on souhaite faire la premiére transformation, on dit qu’on effectue le changement de
variable k — k + p.

k+p=n k=n—p
E U = « E U = E Uk+p = E Uk4p » = E Uk+p-
k+p=m k=m—p k=m-—p

Le seconde transformation se fait de maniére similaire, en utilisant cette fois la convention que si les bornes
de sont pas « dans le bon sens », on les échange; on dit dans ce cas qu’on fait le changement de variable
k—n-—k.

n k=n n—k=n k=0
Euk—«g Uk = unkZE Un—k—g Unp k»—Euk
k=0 k=0 n—k=0 k=n
= Soit (ug)kez une suite. Si m,n € Z sont tels que n > m — 1

n

Z (Ukt1 — Uk) = Upp1 — U

k=m

On dit qu’une telle somme est télescopique.
Exercices 2

= Calculer explicitement la suite (u,) définie par

up:=1 et VneN, wupy1 =u,+2n+3.
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= En effectuant le changement de variable £ — k + 1, calculer
n
> k2.
k=0

= Soit n € N*, Calculer

> (i i)

k=1

Définition 4.2.2

Soir r € C. Une suite (u,,) est dite arithmétique de raison r lorsque
VneN, Upp1 =u,+r.

On a alors, pour tout n € N, u,, = ug + nr.

\

Proposition 4.2.3

Soit (uy,) une suite arithmétique et m,n € Z tels que n > m — 1. Alors

Zuk = umzﬂ(n_m_'_l)
k=m

premier terme + dernier terme
= 5 - (nombre de termes) .

\

Proposition 4.2.4

Soit n € N. Alors

Zk:n(n+l) ot Zk2=n(n+1)(2n+1)

2
0 k=0

n

k

Définition 4.2.3

Soit ¢ € C. Une suite (u,) est dite géométrique de raison q lorsque
Vn € N, Unp+1 = qUnp.

On a alors, pour tout n € N, u,, = q"ug.

Proposition 4.2.5

Soit (u,) une suite géométrique de raison g € C et m,n € Z tels que m < n. Alors

(n—m+1lugsig=1

n
Zuk: Um — Un41 sig#£1
k=m ]_—q

Dans le cas ou la raison est différente de 1, on retiendra la formule :

premier terme — terme suivant
1 — raison '

Exercices 3
= Montrer que la suite de terme général
>3
ok
k=0 2

est convergente.
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= Calculer, pour tout x € R\ {1}

i kz®.
k=0

Soit n € N. Alors

[z

n 1%] 2t
Zuk = Zu% + Z U2k+1
k=0 k=0 k=0

Exercice 4

= Calculer la somme

4.2.2 Produit

Définition 4.2.4

Soit m,n € Z tels que m < n et Upy, U1, - -+, Un—1, Uy € C. On définit

n

H Uk = Uy * U1 ** * Up—1 * Un.-

k=m

Remarques
n

= Lorsque n = m — 1, la convention est de poser H uy, = 1. Cette convention permet d’écrire

k=m

n n—1
Vn > m, Huk:un Huk.
k=m k=m

= Sim,n € Z sont tels que n > m — 1. Alors, quel que soit a € C

= Pour tout n € N

Exercice 5

= Exprimer, a l'aide de factorielles, les produits

ﬁ(zk) et ﬁ(2k+1).
k=1

k=1

Soit m,n € Z et (ur)rez, (Vk)kez deux suites d’éléments de C. Alors

e =)

4.2.3 Somme et produit doubles

On parle de somme double lorsqu’il y a deux indices. Pour sommer les éléments u; ; d’un tableau & n lignes et
m colonnes, on peut procéder d’au moins deux maniéres : une sommation en lignes ou en colonnes. Evidemment,
le résultat est le méme.
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Soit m1,n1,ma,ng € Z et (u; ;) une famille d’éléments de C. Alors

ni ng n2 ni
E E Ui,jZE E Uij-

i=mi j=ma j=mg i=my

Remarque

= Cette somme est parfois notée

E U5 ou E Uy, j-
m1Sisng (i,5)€[m1,n1]x[m2,n2]

ma<j<ne

Exercices 6

= Calculer
Sooijoet Y (i+).
0<i,j<n 0<i,j<n
= Calculer .
> ()
0<i,j<n (‘7
= Calculer

n
> k2*
k=1
. k
en remarquant astucieusement que k = Zi:l 1.
Remarque
= On peut aussi sommer en diagonale.

Exercice 7

= Calculer
> li—il.
1<4,j<n
Remarque
= Si

m

P = Zn:aiXi et Q= ijXj
1=0 J

—

alors, en posant par convention aj := 0 pour k > n et by := 0 pour k > m, on a

n+m n+m k
PQ: Z Z (libj Xk = Z (Zaibk—i> Xk.

k=0 \it+j=k k=0 \i=0

Exemple

= Pour mieux appréhender cette formule, considérons un exemple. Si P = ag + a1 X + a2 X2 + a3 X3 et Q =
bo + b1X + b2X2, on a
PQ = (ao + a1 X +asX? + a3X3) (bo +0 X + b2X2)

= aobo + (a0b1 + albo)X + (aobg + a1b1 + a2b0)X2 + (a1b2 + CLle + agbo)XS + (a2b2 + a3b1)X4 + (CL3b2)X5
5

k
Z (Z az’bki) Xx*
k=0 \i=0

Z aibj Xk.

0 \i+j=k

ot

k

Exercice 8
= Soit P:= (1+X)" et Q := (14 X)™ deux polynomes. Calculer les coefficients du produit PQ. En déduire
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la formule de VANDERMONDE

Calculer enfin

4.3 Trigonométrie

4.3.1 Egalité modulaire

Définition 4.3.1

Soit m € R et a,b € R. On dit que a est congru a b modulo m et on note

a=b[m]

lorsqu’il existe k € Z tel que a = b + km.

Exercice 9

= Soit a,b € R. Quel est le lien logique entre

«a=b[2n]» et «a=bn]»?

— Soit m € R et a1, az,b1,b2 € R tels que
a; =by [m] et as = by [m].
Alors, quels que soient k1, ko € Z,
k1a1 + koas = k1by + kaba [m].

— Soit m € R et a,b € R tels que

Alors, si c € R

Remarques

= On en déduit qu’on peut raisonner avec les « = » de la méme maniére qu’avec « = » pour résoudre les
équations.

— On peut passer une expression d’un coté a 'autre du « = » en changeant son signe.
— On peut multiplier les deux cotés du signe « =» par un méme coefficient ¢ € R7. Il suffit juste de
multiplier le modulo par c.

Ces deux transformations permettent de raisonner par équivalence.

= Sia € R et meR%, alors 'ensemble des € R tels que « = a [m] est noté

a+mZ={a+km:kelZ}.
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4.3.2 Formules de trigonométrie

cotanx

. tanx
sin

Cos T

Définition 4.3.2

On définit le sinus, le cosinus, la tangente et la cotangente d’'un angle x exprimé en radians sur le cerle
trigonomeétrique de rayon 1 comme ci-dessus. En particulier tan  n’est défini que pour = € R\ (% + TFZ),
cotan z n’est défini que pour z € R\ 7Z et

cosT
et cotanx =

tanz = - .
0S T sinx

Remarque

= On rappelle les principales valeurs remarquables.

/"-.-'___ %
V3L _____Z2
2
V2L
2
1
2

b= —— —

(%] — — — —_———
%

N
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I I T T
x 0 — — = —
6 4 3 2
. 0 1 V2 V3 .
sin x — —_— —_—
2 2 2
. V3 V2 1 0
COS T — — =
0 2 2 2
t 0 ! 1 V3 indéfini
anx — : indéfini
V3
t indéfini V3 1 L 0
cotanx indéfini k —
73
= Siz € R\ §Z, alors
cotanx = .
tanx
Remarquons cependant que cotan est définie en 7/2 alors que tan ne l’est pas.
D’aprés Pythagore, on a
1
COSZ$+SiD2$=1, 1+ tan?z = T
cos? x
9 1
1+ cotan”z = ——.
sin“ z
cos(—x) = cosx cos (m+ x) = —cosx cos (m —x) = —cosx
sin (—x) = —sinx sin(m+ ) = —sinx sin (m —z) = sinx
tan (—x) = —tanzx tan (7 + x) = tanx tan (r —x) = —tanx
7T u q
Cos (erz:) = —smx cos<ff:17) =sinx
2 2
7 . (T
sin (§+x> =coszx sin (— —m) =cosx

RN\

tan (5 = ac) = cotanx
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Remarque
= 1l est important de retrouver rapidement ces formules en dessinant le cercle trigonométrique et un « petit »

angle z vérifiant 0 < x < 7/4.

Exercice 10

= Calculer
T . (27 + 3T
cos [ — sin [ — an | ——
6 /)’ 3 )’ 4
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb sin(a 4+ b) = sina cosb + cosasinb
cos(a — b) = cosacosb+ sinasinb sin(a — b) = sina cosb — cosasinb
tana + tanb
t b)) = ————
an(a +b) 1—tanatanb
tana — tanb
t —-b)=——
an(a —b) 1+ tanatanbd
Remarque

= Si a,b € R ne sont pas tous les deux nuls, on pourra factoriser a cosx + bsinx de la maniére suivante.

a b
acosx +bsinz = a2 + b2 < COST + ——— sinx)
va? + b? Va? 4+ b2
Puisque
2 2
() o)
a2 + b2 a2 + b2 ’
il existe 6y € R tel que cosfy = a/va? + b2 et sinfy = b/v/a? + b%. On a alors
acosx +bsinz = +/a?+ b2 (cosbycosx + sin by sin x)

= va2+bcos(z—bp).

Exercice 11

= Factoriser v/3 cos z + sin z.

cos(2x) = cos® z — sin® z
=2cos’z — 1
=1-2sin’z

sin(2z) = 2cosx sinx

2tan

tan(2x) = T o’

1
cos? 1 — + cos(2x)
2
2 1 — cos(2x)

sin“x =
2

Exercice 12
= Soit a € R. Pour tout n € N, on pose

- a
Pn = H cos (27) .
k=1

Simplifier p,, sin (a/2") puis en déduire la limite de la suite (py,).



72 CHAPITRE 4. COMPLEMENTS D’ALGEBRE

1
cosacosb = 5 [cos (a + b) + cos (a — b))

1
sinasinb = 5 [cos (a — b) — cos (a + b))

1
cosasinb = 5 [sin (@ + b) — sin (@ — b)]

Exercice 13

3

= Linéariser cos® x, cos z sin? z, puis sin? z.

+ — . . . p+ =
cosp+cosq:2cosp qcosp2q s1np+smq:2smp qcosp2q
_ . P+q . p—gq . . . p+q . p—q
cosp — cosq = —2sin sin — sinp — sinq = 2cos sin 5
sin
tanp + tang = 2P 9
COS P COS q
sin(p —
tanp—tanq:M
COS P Cos q

Exercice 14

= En multipliant par sin(x/2), calculer

A= Zcos (kx) et B:= Zsin2 (kx) .
k=0 k=0

Soit = € R tel que x # 7 [27]. Alors, en posant ¢ := tan (x/2)

1— ¢t 5 2t
cosx = et sing=-——.
+ t2 1+ ¢2
Si de plus, x # 5 [n], alors
2t
t = .
anr=—-;

Remarque

2

= Remarquons au passage que, puisque cos? z + sin® z = 1, on retrouve facilement

1—12\2 2 \?
vt e R - ) =1
€k (1+t2) + (1+t2>

vieR, (2-1)"+ @207 =(1+)".

Cette relation nous donne, pour ¢t € N, des triplets (a,b,c) € N? non triviaux tels que a® + v = 2. Par
exemple, pour t = 2, on obtient 3% 4+ 42 = 52.

Autrement dit

4.4 Récurrence linéaire

4.4.1 Récurrence linéaire d’ordre 1
Etant donné une suite (v,), on cherche & calculer le terme général d’une suite (u,) vérifiant

(E) VneN, upt1 =au, + v,
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ot a € K*. On dispose de plusieurs méthodes selon la suite (vy,) :

* Si la suite (vy,) est constante égale a b € K :
e Ou bien a = 1 auquel cas on a affaire & une suite arithmétique de raison b et

Vn € N, Uy = Ug + nb.

e Ou bien a # 1 auquel cas on a affaire & une suite arithmético-géométrique. Une méthode consiste alors

b
a trouver un point fixe, c’est-a-dire résoudre z = az + b de solution w := ——. On a alors pour tout
neN:

Upt1 — W = Ay + b — (aw + b) = a(u, —w)
si bien que la suite (u,, — w) est géométrique de raison a et de premier terme ug — w. Ainsi
Vn € N, U = a"™(ug — w) + w.

* Si la suite (v,,) n’est pas constante, on présente ici deux méthodes (& choisir selon la situation) :
o Méthode de la sommation télescopique : On commence par remarquer que

Vk € N Uk+1 U _ 'Uik
’ ak+1 ak — aktl’?

puis on somme cette relation pour k allant de 0 & n — 1. On obtient une somme télescopique, puis

Unp Vk
Vn € N ——uzg
) a 0

donc

n—1
VYn €N, u,=upa"™+ Z va~ R
k=0

e Méthode de superposition : Le théoréme de superposition nous dit que si (w,,) est solution particuliére
de (E), I'ensemble des solutions s’obtient comme somme de cette solution particuliére et de la solution
générale de ’équation homogene associée ; dans ce cas, c’est la relation de récurrence

(Fr) YneN, upi1 = auy.
Les solutions de (E) sont donc les suites de la forme
VneN, wu,: ="+ w,

ou A € C. Cette méthode se généralise aux récurrences linéaires d’ordre quelconque.

Exercices 15

= Soit a € R. Calculer le n-iéme terme de la suite (u,,) définie par

3
up=a et YneN, u,41 = §un + 5.

= On considére la récurrence linéaire
(B) VneN, upp1—2u, =n

1. Déterminer une solution polynomiale de (E).

2. En déduire toutes les solutions.

4.4.2 Récurrence linéaire d’ordre 2

Soit a,b € C. On souhaite trouver les suites (u,) vérifiant
(E) YneN, upio=aups1+ bu,.

On résout sur C 'équation caractéristique 22 = az + b.
— Si cette équation admet deux racines distinctes r; et ro € C, alors les solutions de (E) sont les
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suites (u,) définies par
VneN, wu, =]+ pury

ou A\, p e C.
— Si cette équation admet une racine double € C*, alors les solutions de (F) sont les suites (uy,)
définies par
VneN, u,=M\+un)r"

ou A, p e C.

Démonstration. Soit a,b € C. On souhaite trouver les suites (u,,) vérifiant
(E) YneN, upio=aupt1 + buy,.
On commence par chercher les suites solutions de (E) de la forme (™). Soit r € C. On définit la suite (u,) par
VneN, wu,:=r".
Alors

(un,) est solution de (E) YneN, upyo = aupt1 + bu,

VneN, 7" =ar"tt 4 b
Vn € N, r”(r2—ar—b):0

2 —ar—b=0

[

Dans la derniére equivalence, le sens <= est évident, et le sens = s’obtient en prenant n = 0. En conclusion
(r™) est solution de (F) si et seulement si r est solution de ’équation caractéristique z? = az + b.

% Supposons que cette équation admette deux racines distinctes r1,79 € C. Montrons que les solutions
(E) sont les suites (Ar] + urd) ou A\, u € C.
— Ce sont des solutions de (F). En effet, soit A\, u € C et (u,) la suite définie par
Vn €N, wu, = Al + pry.
Alors
VneN, u,io = M4 prit?
= Mar?™ +br?) + p(ary ™+ 0rh)
car (r7) et (ry) sont solutions de E
= a(ArPt+ /M“;H—l) +b(Arl + pry)
atn+1 + buy,.
Donc (uy,) est solution de (F).
— Réciproquement, soit (u,,) une solution de (E). Montrons qu’il existe A, u € C tels que
Yn eN, u, = Arl" + pury.
Soit A, u € C. On définit la suite (vy,) par
Yn eN, v, = AT+ pury.
Alors

{vo:uo A +pu=u
V1 = Uy TN+ rop = Uy

— A +p=ug
(ro—r)u=uy —rug Lo+ Ly—1r11,

)\ — UW1—TaUg
; T1—T2
Ui —riuog

'U/ = T2—T1

car 1o — 11 # 0.

On pose donc A = (u; — raug)/(r1 — ro) et p == (uy — riug)/(ra — r1). Les suites (u,) et (v,) sont
donc deux solutions de (E) telles que ug = vg et u; = v;. Une récurrence montre alors facilement que
pour tout n € N, u,, = v,,. On en déduit que

VYn eN, wu, = Ar{ + prs.
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On a donc prouvé que les solutions de (F) sont les suites (A\r] + prd) ou A\, p € C.

% Supposons maintenant que I’équation 22 — az — b = 0 admette une racine double r € C*. Puisque la
somme des racines est a, on en déduit que 2r = a. Montrons que les solutions de (E) sont les suites
(A4 pn)r™) oa A\, p € C.

— Ce sont des solutions de (F). On sait déja que (r™) est une solution de (F). Montrons que la suite (u,)
définie par
vneN, u,=nr"
en est une autre. On a
Vn €N, Uppo— (Uptr +bu,) = (n+2)r"2 = [a(n+ 1)r" ! + bnr™]
= " [(n+2)r® — (n+ ar — bn]
= Tn[(Tzfanb)TL#*T(QT*a)}
=0 =0
= 0

donc (nr™) est solution de E. On en déduit facilement que si A, u € C la suite (A\r™ + pnr™) est une
solution de (E).
— Réciproquement, soit (u,,) une solution de (E). Montrons qu’il existe A, u € C tels que

VneN, u,=(\+pun)r".
Soit A, u € C. On définit la suite (v,,) par

VneN, v, = A+ pn)r".
Alors

{U0:U0 A = ug
V1 = Uy A+ T = U
A = Up
ru=uy —ruy Lo < Lo—1rly

A= (%)
<~ o= u17TTuo

car r #0 .

On pose donc A == ug et p == (u; — rug)/r. Les suites (u,) et (v,) sont donc deux solutions de (FE)
telles que ug = vg et uy = v1. Une récurrence montre alors facilement que pour tout n € N, u,, = v,,.
On en déduit que
VYneN, u,=(A+un)r".
On a donc prouvé que les solutions de (E) sont les suites ((A + un)r™) ou A, u € C.

Exercices 16
= Calculer le n-iéme terme de la suite de FIBONACCI définie par
Fy =1, Fi=1 e VneN, Fy,io=F,1+F,.
= Soit (uy) la suite définie par
ug =1, up=—1 et YneN, 6uyto+ duyt1 — 6u, =0.

Montrer que (uy) diverge.

= Calculer le n-iéme terme de la suite (u,) définie par

1

5 .
un-i—l Un

up:=a>0, u;=b>0 et YneN, wu,io:=

Remarque

= La suite de FIBONACCI est ainsi nommée en hommage & LEONARDO PISANO (Leonard de Pise, 1170-
1240) appelé aussi LEONARDO FIBONACCI, qui avait publié cette suite en 1202. Il avait lu le travail de
AL-KHWARIZMI (780-850), un mathématicien Persan. Le livre de FIBONACCI contient le probléme suivant.
Combien de couples de lapins peuvent naitre d’un couple de lapin en un an ? Pour résoudre ce probléme, on
sait que :
— Jusqu’au premier mois inclus, il n’y a qu’un couple de lapins.
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— Chaque couple de lapin donne naissance & un couple tous les mois.
— Chaque jeune couple devient fertile a I’age d’un mois.

Avant le travail de FIBONAcCCI, la suite (F},) a déja été étudiée par les Indiens qui se demandaient combien
de rythmes de n temps il était possible de faire avec des noires et des blanches.

Soit a,b € R. On souhaite trouver les suites (uy) vérifiant
(E) VneN, upia=auni1+ buy.

On résout sur C I’équation caractéristique 22 = az + b.
— Si cette équation admet deux racines réelles distinctes r; et 72, alors les solutions de (E) sont les
suites (u,) définies par
VneN, wu, =]+ purd
o A\, u € R.
— Si cette équation admet une racine double r € R*, alors les solutions de (F) sont les suites (uy,)
définies par
VneN, u,=A\+un)r"
ot A\, u € R.
— Si cette équation admet deux racines complexes conjuguées rel* et re~'“, alors les solutions de
(E) sont les suites (u,,) définies par

Yn €N, wu, = [Acos(wn)+ psin (wn)]r"

ou A\, pu€R.

Démonstration. Les deux premiers cas sont une conséquence de la proposition précédente. Il reste donc a traiter
le cas ou A < 0.

L’EC admet alors deux racines conjuguées re’ et re™ ™.

Analyse : Soit (u,,) une solution réelle de (E). D’aprés la proposition précédente, on peut fixer (A, B) € C?
tels que

vn € N,u, = Ar"e™" 4+ Br'e ™" =" (Ae™" 4+ Be™ ") .

Or, pour tout n € N, u,, = Re(u,) = r™ Re (Ae™™ + Be™™™) qui est donc de la forme u,, = [¢1 cos (wn) + ¢z sin (wn)] 7.
Synthése : Réciproquement, soit (ci,co) € R2. Définissons (u, ) pour tout n entier naturel par

Up = (1 cos (wn) + cosin (wn)) r™.

On applique les formules d’Euler pour s’apercevoir que (u,,) ainsi définie est bien solution de (E) car de la forme
des solutions de la proposition précédente.

O

Remarque

= Dans le cas ou l’équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées, les solutions de (E)
peuvent s’écrire sous la forme

n

VneN, wu,:= Asin(wn — @)r

ou A\, p € R.
Exercices 17

= Soit (u,) la suite définie par
up =1, w3 =0, et YVneN, wuyto:=2upt1 — 4uy.

Déterminer les n € N pour lesquels u,, = 0.

= Soit a € R. Calculer le n-iéme terme de la suite (u,) définie par

ug,up ER et VYn €N,  tpio =2cos (@) Upt1 — Unp.
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4.5 Systéme linéaire

4.5.1 Systéme linéaire & ¢ équations et p inconnues

Définition 4.5.1

On appelle systéme linéaire & q équations et p inconnues tout systéme d’équations du type

1121 + a12%2 + - + 01 Tp = Y1

Ag,1T1 + Gg2T2 + -+ + Qg pTp = Yq

ol ay1,...,0qp,Y1,---,Yq € Ket zy,...,2, € Ksont les inconnues. On dit que le systéme est compatible
lorsqu’il admet au moins une solution. On dit qu’il est incompatible sinon.
Remarques

= Pour des raisons de lisibilité, on veillera & toujours placer les inconnues les unes en dessous des autres.
= L’ensemble des solutions est I’ensemble S des (z1,...,z,) € K solution du systéme.

Exercice 18

= Résoudre le systéme suivant par substitution, puis en utilisant la méthode du pivot de GAUSS.

r—2y= —4
3z +y=09.

Les opérations suivantes, appelées opérations élémentaires, transforment un systéme linéaire en un sys-
téme linéaire équivalent.

— Changer l’ordre des équations.

— Changer Pordre des inconnues.

— Multiplier une équation par u € K*.

— Ajouter A fois (avec A € K) une équation & I'une des équations suivantes.

Remarque

= En pratique, afin d’expliciter les opérations que 'on vient d’effectuer, on utilisera les notations suivantes.
— L; <> L; signifie qu’on a échangé les lignes i et j.
— L; + pL; signifie qu’on a multiplié la ligne L; par le coefficient p non nul.
— L; < L; + AL; signifie qu’on a ajouté X fois la ligne L; a la ligne L;.

Exercice 19

= Les opérations élémentaires suivantes conservent-elles ’équivalence ?
— L1 < L2.
— Ly« Ly + Ly + Ls.
— Ly < 2Ly + Lo.
— L+ ali+ 8Ly ou o, 8 € K.
— Ly L1+ Loet Lo+ L1 — Lo.

L’algorithme du pivot de GAUSS permet de transformer, quitte & échanger les variables, un systéme
linéaire & ¢ équations et p inconnues en un systéme linéaire équivalent de la forme

1,171 + G122 + coc +a1pTp = Y1
a2,2T2 + e + a2 pxp = Yo

Ar Ty + - + QrpTp = Yp
0=yr11

0=y,

ol i 1,...,ar, sont tous non nuls. On dit d’un tel systéme qu’il est échelonné a pivots diagonauz.



78 CHAPITRE 4. COMPLEMENTS D’ALGEBRE

— Le systéme est compatible si et seulement si (yri1,...,y¢) = (0,...,0).
— Le systéme admet une unique solution si et seulement si il est compatible et r = p.

Exercices 20

= Reésoudre les systémes
S +y=1 2z +3y =1
11z + 2y =3, S + 2y = 1.

= Soit a € R. Résoudre le systéme
r +y —z=1
{2x +y+2z=2
3r+2y +z=oqa.
Remarques
= Voici une présentation détaillée de I’algorithme du Pivot de GAUSS.

% On transforme le systéme en un systéme échelonné.

e On commence par déterminer un coefficient a; ; non nul que I'on appelle pivot. Trés souvent a; 1
conviendra, mais il est encore plus pratique pour la suite des calculs si ce pivot est +1. En effectuant
un échange de lignes et d’inconnues, on « remonte » ce coefficient en haut & gauche du systéme. On
se retrouve donc dans le cas ot a;,; 7# 0. On utilise alors a; ; comme pivot pour éliminer I’inconnue
x1 sur les ¢ — 1 derniéres lignes du systéme :

!/ !/ !/ — ./

a11T1 + a1 2Te + - +a1Tp = Y1 a1 1%1 + a1 9%2 + -0 +ay ,Tp =Yy

— / !/ — )

a2,1%1 + A2,2%2 + -+ + A2,pTp = Y2 Ag,9T2 + -+ + a3, Tp =Y
<~

— ! ! !/

Qq1T1 + Qg 2T2 + -+ + Qg pTp = Yq Qg oT2 + -+ + Qg ,Tp = Yg

Pour cela, il suffit d’effectuer les opérations suivantes.

as 1
ai

)

as;i Qg1
S L,«~L,— 2 - L.
) q q
ai,i a1,1

Lg(—LQ— ‘Ll7 Lg(—Lg—

e On recommence ensuite le méme procédé sur les ¢— 1 derniéres équations du systéme, en ne touchant
plus & la premiére ligne. On cherche d’abord un coefficient a;)j non nul pour lequel ¢ > 2 et j > 2.
Si un tel coefficient existe, un échange de lignes et d’inconnues permet de se ramener au cas ol
a’272 # 0 et de continuer I'algorithme. On réitére ensuite le procédé jusqu’a ce qu’on ne soit plus
capable de trouver de pivot. Le systéme est alors échelonné.
Au cours du calcul, §’il apparait ’équation 0 = 0, on ’élimine du systéme. Si au contraire il apparait
I’équation 0 = b avec b # 0, le systéme n’admet aucune solution et la résolution est terminée.

% On introduit les paramétres tj.
Dans le cas ol le systéme admet au moins une solution, on aboutit a un systéme de la forme

1! 1 1 1!
ai,1T1 + aj o2 + s +ay ,Tp = Yy
1 1 /!
a30T2 + - + a3, Tp = Yo
" " — a0
ar,rx’f + + a"r,pxp =Y
o les af 1,a4 5,...,a; . sont tous non nuls. Afin de paramétrer ’ensemble des solutions, on remarque

que ce dernier systéme est équivalent au systéme triangulaire

ay 11+ ay 70 + e +af pzp =y

1 1 /1

(g oT2 + e +ag,Tp = Yo

1 1 1/

g1, tp €K, Ay Ty + o +ay T =Y,

Tr41 =lry1

Tp =tp.
En effet, si (x1, ..., x,) est solution de ce dernier systéme, on obtient le systéme précédent en ne gardant
que les r premiéres lignes. Réciproquement, si (x1, ..., x,) est solution du systéme échelonné, on obtient

ce dernier systéme en posant t,4q1 = Tyy1,...,tp = Tp.
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% On résout le systéme triangulaire.
Ce dernier systéme se résout simplement en remontant les calculs de la derniére ligne a la premiére par
substitution. On obtient ainsi le systéme équivalent

1 =c1+dirpitrp1 + o0 Fdipty

Tr = Cp + dr,r+1tr+1 +-- F dr,ptp

dt,iq,...,t, €K
r+1, s Up ’ Tpyy = tr-‘,—l

Ty = tp

qui est un paramétrage de ’ensemble des solutions.

Remarquons que lorsque les calculs sont complexes, au lieu de résoudre directement le systéme trian-
gulaire par substitution, on peut aussi effectuer un pivot de GAUSS « & ’envers » en commencant par
éliminer les x,, des p — 1 premiéres équations avec la derniére ligne, puis en éliminant les x,_; des p —2
premiéres équations avec ’avant-derniére ligne, etc...

= Lorsqu’on applique ’algorithme du pivot de GAUSs, on est libre de choisir le pivot que ’on souhaite. La
seule contrainte est qu’il soit non nul. L’expérience montre cependant que certains choix sont plus judicieux
que d’autres car ils conduisent & des calculs plus simples.
Par exemple, un pivot égal & 1 est idéal car les opérations sur les lignes sont réduites a L; - L; —a; 1L;. On
évite ainsi les divisions, ce qui offre de nombreux avantages. Par exemple, lorsque les coefficients du systéme
sont entiers, ils le restent aprés réduction du systéme. Dans le méme ordre d’idées, avant de choisir le pivot,
lorsque les coefficients d’une méme ligne sont des multiples d’un entier a € Z*, il est bon de simplifier cette
ligne par a.
Enfin, lorsque les coefficients du systéme dépendent d’un paramétre «, il toujours préférable d’utiliser un
pivot ne dépendant pas de a. Cette stratégie permet d’éviter de discuter les cas ot ce terme peut s’annuler,
et limite la propagation de ce paramétre & tous les autres coefficients du systéme.

= On montrera plus tard que ’entier r est indépendant des opérations élémentaires effectuées. On ’appelle
rang du systéme. Dans le cas ot le systéme est compatible, en posant d := p—r, on remarque que l’ensemble
des solutions est paramétré par les d coefficients ¢, 1,...,%,. En physique ou en sciences industrielles, on dit
que 'ensemble des solutions admet d degrés de liberté. Par exemple, si d = 1, I’ensemble des solutions est
une droite affine. Si d = 2, 'ensemble des solutions est un plan affine. Le fait que p = d + r est un résultat
que nous retrouverons dans le cours d’algébre linéaire sous le nom de théoréme du rang.

Exercice 21

= Discuter et résoudre les systémes suivants selon la valeur de o € R

-3 b =0
—3Z+—ab+2ac —0 a +b +c¢ +d=3
9 tet3ad=0 at+tab +ec—ad=a+2
e 43d=0 aa —b—ac—ad= —1.

Remarques

= 1l est parfois pratique dans les calculs d’omettre le nom des variables. On utilise alors ce qu’on appelle une
matrice augmentée.

r+2y=1 — 1 2|1
r+3y=4 1 3|4
— 1 21
0 113 L2<—L2—L1
— 1 0| —-5\Li+ Li—2L,
0 1| 3
e {T= )
y=3.

Cette technique a ’avantage d’écrire le minimum nécessaire et de vous obliger a aligner les coeflicients les uns
au-dessus des autres. Son seul inconvénient est de rendre impossible le changement d’ordre des inconnues.

= L’échange des inconnues étant impossible, il arrive que cette méthode nous empéche de réduire le systéme & un
systéme échelonné A pivots diagonaux. On se contente donc d’un systéme échelonné, c’est-a~dire un systéme
ou chaque ligne commence par un nombre de zéros strictement supérieur a celui de la ligne précédente,
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comme dans I’exemple suivant :
arq ok k x| x
0 0 a2.3 * *
0 0 0 az4 | *
oll a1,1,a23 et as4 sont des coefficients non nuls qu’on appelle encore pivots. On réintroduit ensuite les
inconnues, avant de les réordonner pour obtenir un systéme échelonné a pivots diagonaux et finir la résolution
du systéme.

Définition 4.5.2

On considére un systéme linéaire & ¢ équations et p inconnues.

a11%1 + a12%2 + - +a1,Tp =1
(E)

(q,171 + Ag2T2 + -+ + AgpTp = Yq

— On dit qu’il est homogeéne lorsque (y1,...,yq) = (0,...,0).
— On appelle systéme linéaire homogéne associé a (E), le systéme obtenu en remplacant les y; par
0.

\. 7

Remarque

= Le p-uplet (z1,...,2,) = (0,...,0) est toujours solution d’un systéme homogéne. On dit que c’est la solution
triviale. 11 est possible que ce soit la seule solution ou qu’il y en ait d’autres.

4.5.2 Interprétation géométrique lorsque p =2 ou p =3

Dans cette partie, nous allons donner une interprétation géométrique des résultats précédents aux cas p = 2
et p = 3. Commencons par le cas p = 2. On munit le plan d’un repére orthonormé R = (O, a), e—2>) On rappelle
qu’un point M du plan est déterminé de maniére unique par ses coordonnées (,y) € R? définies par

—
OM =zéfl +yés.

— Soit (a,b,c) € R? tel que (a,b) # (0,0). Alors I'ensemble d’équation ax + by = ¢ est une droite D
de vecteur normal u” de coordonnées (a,b).

— Réciproquement, soit D une droite de vecteur normal % de coordonnées (a,b). Alors, il existe
c € R tel que az + by = ¢ est une équation de D.

Résoudre un systéme linéaire & ¢ équations et 2 inconnues = et y dont chaque ligne contient un coefficient
non nul revient donc & déterminer 'intersection de ¢ droites du plan. Le cas oul ¢ = 2 est important.

— Si les droites D; et D5 ne sont pas paralléles, alors elles se coupent en un unique point. Le systéme admet
donc une unique solution.

— §Si les droites Dy et Dy sont paralléles, deux cas se présentent.
— Si elles ne sont pas confondues, elles ne se coupent pas. Le systéme n’admet donc aucune solution.
— Si elles sont confondues, le systéme admet une infinité de solutions. Ce sont les coordonnées des points

de cette droite.
Pour obtenir une interprétation géométrique du cas p = 3, on munit ’espace d’un repére orthonormé

R=(0,¢l, &, &)

On rappelle qu’on point M de l'espace est déterminé de maniére unique par ses coordonnées (z,y,z) € R3
définies par .
OM:xe_f—i—ye_g—i—ze_g).

— Soit (a,b,c,d) € R* tel que (a,b,c) # (0,0,0). Alors 'ensemble d’équation ax + by + cz = d est
un plan P de vecteur normal u de coordonnées (a,b,c).

— Réciproquement, soit P un plan de vecteur normal uw de coordonnées (a,b,c). Alors, il existe
d € R tel que ax + by + cz = d est une équation de P.
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Résoudre un systéme linéaire & g équations et 3 inconnues z, y et z dont chaque ligne contient un coefficient
non nul revient donc & déterminer 'intersection de ¢ plans dans I’espace. Le cas ol ¢ = 3 est important.
— Si le rang du systéme est égal a 3, les 3 plans s’intersectent en un unique point.
— S'il est strictement inférieur & 3 et que le systéme n’est pas compatible, 'intersection des plans est vide.
Sinon :
— Soit le rang est égal & 2 et l'intersection des 3 plans est une droite.
— Soit le rang est égal & 1 et 'intersection des 3 plans est un plan.
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Fonctions usuelles
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5.1 Logarithme, exponentielle, puissance

5.1.1 Logarithme népérien

Définition 5.1.1

On appelle logarithme népérien et on note In I'unique primitive sur R* de la fonction z — 1/2 qui
s’annule en 1.
In: RY — R
*dt
T — —
1t

Remarque

= Le nom In est & la fois acronyme de logarithme naturel et de logarithme népérien (en hommage a4 JOHN
NAPIER, mathématicien Ecossais, 1550-1617).

Proposition 5.1.1

— In est continue sur R% .
— In est dérivable sur R et

1
Ve eRY, In'z=-=-.
x

Remarque

= La fonction
f: R — R
x — Injz

est dérivable sur R* et, pour tout z € R*, f'(z) = 1/x. Autrement dit, sur R*

d
/ R WY || .
x
Proposition 5.1.2

Inl1=0,
Vz,y € R}, In(zy) =lnz +1Iny,
Vz € RY, In(l/z) = —Ilnx,
Vx eRY, VnelZ, Inz" =nlnx.

Proposition 5.1.3

In est strictement croissante sur R* . De plus

Inzx — 400 et Ilnz —— —o0.
T—+00 x—0

Exercice 1
= Reésoudre I'inéquation In |z + 1| — In |2z + 1| < In 2.

Proposition 5.1.4

In réalise une bijection de R dans R.

Définition 5.1.2

Il existe un unique réel, noté e et appelé nombre de NEPER, tel que Ine = 1.
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Proposition 5.1.5

1
Vz e RY, VneN*, 1n{‘/5=;-lnac.

\.

Proposition 5.1.6

Ve e]-1,400[, In(l+z)<z.

.

.

Exercice 2
= Montrer que pour tout n € N*, %_H <In (1 + l) < %

Proposition 5.1.7

5.1.2 Exponentielle

Définition 5.1.3

Pour tout y € R, il existe un unique z € R*_ tel que Inz = y; on le note exp y. On définit ainsi la fonction

exp: R — R
Yy +—> expy.

Remarques
= Autrement dit, la corestriction de exp & R’ est la bijection réciproque de In.

= Par définition
Vr e R, expx>0.
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Proposition 5.1.8

Vr € R, In(expz) =z,
Vo e RY, exp (Inz) = .

Proposition 5.1.9

exp réalise une bijection de R dans R

Proposition 5.1.10

exp0 =1, expl =e,
Vr,y € R, exp (x +y) = exp (x) exp (y) ,

1
Vr € R, exp (—z) = po

Ve eR, VneZ,  exp(nz)=(expz)"”.

Proposition 5.1.11

exp est strictement croissante sur R. De plus

expr —— 0 et expr —— +00.
T——00 T—+00

Proposition 5.1.12

— exp est continue sur R.
— exp est dérivable sur R et
Vr€R, exp z=expx.

Proposition 5.1.13

VreR, expr>1+ax.

Exercices 3

= Montrer que
1

_x.

Ve <1, expz< T
= Soit a,b € R tels que 0 < a < b. Montrer que

Ve e RY, 0<bexp(—az)—aexp(—bzr) <b—a.

Proposition 5.1.14
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5.1.3 Logarithme et exponentielle en base «

Définition 5.1.4

Soit a € R \ {1}. On appelle logarithme en base a et on note log, la fonction

log,: RT — R
Inx

T —_—
Ina

Remarque

= Le logarithme népérien est le logarithme en base e. Si a = 10, on obtient le logarithme décimal qui est utilisé
en physique (pour définir les décibels) et en chimie (pour définir le pH).
Exercice 4

= Résoudre le systéme

2log, y + 2log, x = =5
Ty =e.

Soit a € R% \ {1}. Alors

Vz,y € R}, log, (zy) = log, « + log, v,
Vo € RY, log, (1/2) = —log, x,
Ve e R, Vne€Z, log, z" = nlog, x.
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Définition 5.1.5

Soit a € R% \ {1}. Alors, pour tout y € R, il existe un unique z € R* tel que log, = y; on le note
exp, y et on a
exp, z = exp (zlna).

On définit ainsi la fonction
exp,: R — R
x +— exp(zlna.)

Remarque

= Lorsque a = e, on retrouve la fonction exponentielle.

5.1.4 Fonction puissance

Définition 5.1.6

Pour z € R’ et y € R, on définit z¥ par

¥ :=exp(ylnz).

Remarques

= En particulier, pour tout z € R, expx = e”. Plus généralement, si a € R* \ {1}
Ve € R, exp,(z)=a".
On utilisera désormais cette notation pour désigner ’exponentielle ainsi que 1’exponentielle en base a.
= Afin de dériver une fonction de la forme f(x) = u(x)"®), il est recommandé de la mettre sous la forme
flz) = ev@) n(u@),
Exercices 5

= Résoudre I'équation zV* = /z ”.
= Calculer % (™).

Définition 5.1.7

Soit a € R. On appelle fonction puissance, la fonction définie sur R

pa: R — R
Tz — z%

Proposition 5.1.16

vz eRY, 2°=1, VaeR, 1*°=1,
Vr e R}, Va,beR, zo = g%5®,

Vz € R}, VaceR, ™% =1/z%
Vz,y € RL, VaceR, (xy)" = x%y?,
Vr e R}, Va,beR, (xa)b =z,

Ve e R}, VacR, In(z%) =alnz.

7
| .

Proposition 5.1.17

Soit a € R. La fonction ¢, : z — x* définie sur R est
— continue sur R .
— dérivable sur R* et
Ve eRY, ¢ (z)=ax""".
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Soit a € R. Alors

400 sia>0 0 sia>0

¥ —— <1 sia=0 et 2 —— <1 sia=0
x—+00 . x—0 i

0 sia<0 400 sia<0.

Remarque
= Si a > 0, on définit 0% en posant 0 = 0. La fonction

Pa * R+ — R

est continue sur R et dérivable sur
— Ry lorsque a > 1 avec

— R lorsque a < 1 avec

5.1.5 Calcul de limite

Soit a, 5 > 0 et n € N*. Alors

axT

(o7

e T

+o00,

- — ——— ——— to0,
P z—4oo (lnz)ﬁ T—+00

z%(Inz)" —— 0.
z—0

Remarques

= Mnémotechniquement, on dit qu’en 0 et en 400, 'exponentielle ’emporte sur la puissance qui I’emporte sur
le logarithme.
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= La technique essentielle dans le calcul des limites est la factorisation par le terme principal : lorsqu’on fait
face & une somme de termes qui tendent vers doo, il est nécessaire de factoriser par le terme qui tend « le
plus vite vers l'infini ».
— Pour calculer la limite en +o00 des polyndmes, il convient de factoriser par le mondéme de plus haut degré.

Par exemple
1

1
203 — 22 +1 =23 (2+3) — —0o0.
€T €T T——00
— Pour calculer la limite en oo des fractions rationnelles, il convient de factoriser au numérateur et au
dénominateur par le monéme de plus haut degré. Par exemple

€z —
202—1  2— & aodoe’ 2

2 +25-3 14+2-5 1

— Pour calculer la limite en oo des fractions rationnelles en x et en e*, il convient d’utiliser les croissances
comparées en se rappelant que I’exponentielle I’emporte sur les puissances en —oo et en +oo. Par exemple

5
x

e~ =e"[1- = ) —— 400,

e’ T——+00

e —2xe”  1-23% 1

x3 + 3e2r 3+;f2% ootoo 3

— Pour calculer la limite en 400 ou en 0 des fractions rationnelles en Inz, z et e®, il convient d’utiliser les
croissances comparées en se rappelant que ’exponentielle I’emporte sur les puissances qui 'emportent
sut le logarithme que ce soit en +0co ou en 0. Par exemple

1000
e®lng — 1000 4 22 1 4 lgf i )
e +Inx+x 1+ 5824 £ oodoo
Bhnr—22In’x 22In% 2 1-&
r+axlnz zlnx 1+ﬁ
_ oz
=—(zlnz) —8Z —— 0.

1+ o z—0

= Une autre technique importante est la technique du changement de variable. Elle se base sur le théoréme de
composition des limites. Le principe en est le suivant. Etant donné une fonction f définie au voisinage de a,
on cherche deux fonctions g et @ telles que sur ce voisinage

f(@) =g(u(z)).
Si on connait la limite ! de @(z) lorsque z tend vers a et la limite I’ de g(u) lorsque u tend vers [, alors le
théoréme de composition des limites permet de conclure que f(z) tend vers I’ lorsque x tend vers a.
Exercices 6

= Calculer les limites des expressions suivantes.

z? 422 — 3 In(x3 + 1)
————— en —o0o, ———— en +oo.
222 —1 In(z)
= Calculer les limites des expressions suivantes
elng — xlOOO e2m
e — 25 en +oo, + en +oo.
e +lnzx+x
= Calculer les limites suivantes
(Inz)? 1 e e*
en o0, —-e 22 en0, — en +oo, — en +oo0.
e T x2 v

5.2 Fonctions trigonométriques directes et réciproques

5.2.1 Fonctions trigonométriques directes
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On a

sinx

€T x—0

Les fonctions sin, cos et tan sont dérivables une infinité de fois sur leur ensemble de définition et
s (n) . 7T
VneN, VzreR, sin\™ x = sin x—|—n§ ,
(n) p — m
vneN, VzreR, cos'" x = cos x+n§ ,
1
cos?x’

VmeR\(%—i—wZ), tan’z = 1 + tan’z =

Exercices 7
= Montrer que

2
—x.
s

71'
VreR,, sinz<z et Ve [0,5}, sinx >

= Calculer la dérivée n-iéme de la fonction d’expression sin’ z.

Remarque
= La premiére inégalité de ’exercice précédent peut étre vue comme une conséquence d’une autre inégalité

souvent utilisée :
Ve € R, |sinz| < |z|.

Démonstration. Voyons deux méthodes intéressantes pour la démontrer :
% Premiére méthode : ou 'on utilise I'inégalité précédente.
On admet que : Vo € Ry, sin(z) < . On peut le démontrer & ’aide d’une étude de fonctions comme
on I’a fait dans ’exercice précédent.
Soit = € R.
e Sijz|>1,o0na sin(z)] <1< |z|.
e Six €]0,1], |sin(z)| = sin(z) < = = |z|, ou I'inégalité centrale provient du résultat admis.
e Six e [-1,0], |sin(z)| = |—sin(z)| = |sin(—z)| < |—z| = |z|, ou 'inégalité centrale provient du cas
précédent, qu’on peut appliquer car —z € [0, 1].
On a bien montré I'inégalité souhaitée dans tous les cas.

* Deuxiéme méthode : ot 'on utilise une intégrale.
Pour tout x € R, on a :

Isin(z)| = ’ /0 cos(t)dt’

max(0,z)
< |cos(t)| dt
~~Jmin(0,z)
1.T

max(0,z)
< / 1dt par croissance de l'intégrale

min(0,z)

= max(0,z) — min(0, z) = |z|.
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Yy =coszx

y =tanx

|
B
1B
[SIE
)\
=

5.2.2 Fonction Arcsin

Définition 5.2.1

Pour tout y € [—1,1], il existe un unique = € [—7/2,7/2] tel que sinz = y; on le note Arcsiny. On
définit ainsi la fonction

Arcsin: [-1,1] — R
y — Arcsiny.

Remarques

= Autrement dit, sin réalise une bijection de [—7/2,7/2] dans [—1, 1] et la corestriction de Arcsin & [—7/2,7/2]
est sa bijection réciproque.

= Par définition de la fonction Arcsin

Vo e [-1,1], —g < Arcsinz <

o)
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Proposition 5.2.3

Ve e [-1,1], sin (Arcsinz) = z,

Vo € [—E E] ) Arcsin (sinz) = .

Exercice 8
= Calculer ;
Arcsin(1), Arcsin (sin %) , Arcsin (sin 771-) , Arcsin (cos %) .

Proposition 5.2.4

Arcsin réalise une bijection de [—1, 1] dans [—7/2,7/2].

Proposition 5.2.5

— Arcsin est strictement croissante sur [—1,1].
— Arcsin est impaire.

Exercice 9
= On pose
1+
4

=

x = Arcsin

Calculer cos(4x) puis en déduire z.

Proposition 5.2.6

— Arcsin est continue sur [—1,1].
— Arcsin est dérivable sur |—1,1] et

Vz €]-1,1[, Arcsin’'z = .
1— 22

Exercice 10

= Montrer que
x

V1—22

Vo €[0,1], < Arcsinz <
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y = Arcsinzx y=zx

(~IE]

y=sinz

==

|

|

|

|

|

|

|

|

|
™
2

5.2.3 Fonction Arccos

Définition 5.2.2

Pour tout y € [—1,1], il existe un unique z € [0, 7] tel que cosz = y; on le note Arccosy. On définit
ainsi la fonction

Arccos: [-1,1] — R
y +— Arccosy.

Remarques

= Autrement dit, cos réalise une bijection de [0, 7] dans [—1,1] et la corestriction de Arccos a [0, 7] est sa
bijection réciproque.

= Par définition de la fonction Arccos

Ve e [-1,1], 0< Arccosz < 7.

Ve e [-1,1], cos (Arccos ) = z,

Vz € [0,7], Arccos (cosx) = x.

Exercices 11

= Calculer

Arccos (—%) et Arccos (cos 4%) .

= Simplifier Arccos (cosz) — § Arccos (cos(2x)) pour tout z € [0, 27].

= Calculer cos (3 Arccos z).
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Proposition 5.2.8

Arccos réalise une bijection de [—1, 1] dans [0, 7].

7
| .

Proposition 5.2.9

Arccos est strictement décroissante sur [—1,1].

Proposition 5.2.10

— Arccos est continue sur [—1,1].
— Arccos est dérivable sur |—1,1] et

-1

VI—xZ

Vz €]-1,1[, Arccos’'z =

.

Yy
w
y=x
s
2
- —
-
~
~
S
s
~
~ ™
N m
™ 2 | | T
! ~ 1 T
1 N |
s
~ |
~
~ |
> |
~
~ |
~
€1 T~
Yy = cosx

Exercice 12

= A l’aide d’un changement de variable judicieux, déterminer la limite lorsque x tend vers 0 de

Arccos(1 — )

NG

5.2.4 Fonction Arctan

Définition 5.2.3

Pour tout y € R, il existe un unique x € |—m/2,7/2[ tel que tanxz = y; on le note Arctany. On définit
ainsi la fonction
Arctan: R — R
y +—— Arctany.
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Remarques

= Autrement dit, tan réalise une bijection de |—m/2,7/2[ dans R et la corestriction de Arctan & |—m/2,7/2[
est sa bijection réciproque.

= Par définition de la fonction Arctan

T
Vr € R, —3 < Arctanz <

Proposition 5.2.11

Vo € R, tan (Arctanz) = z,

Vme]—ﬁ W[,

75 Arctan (tanzx) = x.

Exercices 13

1789
= Calculer Arctan (tan 2227 ).

= Le langage de programmation SHADOK dispose de la fonction Arctan mais pas de la fonction Arcsin.
Définissez cette derniére a partir de la fonction Arctan.

Proposition 5.2.12

Arctan réalise une bijection de R dans |—m/2,7/2].

Proposition 5.2.13

— Arctan est strictement croissante sur R,
m

T
Arctanx —— —— et Arctanx —— —.
T——00 2 z—fo0 2

— Arctan est impaire.

Exercice 14
= Résoudre l’équation Arctan(2z) + Arctan(3z) = %

Proposition 5.2.14

— Arctan est continue sur R.
— Arctan est dérivable sur R et

Vz € R, Arctan’z =

1422

Exercices 15
= Montrer que pour tout x > 0, Arctanz < =x.
= Montrer que

1 1
Arctan 3 + Arctan 3= %
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1 / y = Arctanz

[IE]

[SIE

Remarque

= Le calcul de primitive de la forme
/ ar +b d
22+ ax+f

ot a,b,a, 3 € R et X? + aX + 3 n’a pas de racine réelle se fait de la maniére suivante.

/ ar+b P g/ 2x + « der(bf%)/ dx
2+ azx+f - 2) 224ar+8 2 2+ ax+f
a 2b — ac dz
= —1In(2?
211(33 +az+ )+ 5 /w2+ax+[3

11 suffit ensuite de mettre le trindome (qui rappelons-le n’a pas de racine réelle) sous forme canonique

<2x+a>2 ]
+1
2y

2 48 — a2
x2+afc+ﬁ=(ﬂc+g> +% 2

2
=72>0

puis de poser u = (2z + «)/(27).

/ dz B i dz
2?tar+p AP sta )2
1+(—22§)

1 / du 1
= = = — Arctanu
~v ] 1+u?2 v

1 2
= — Arctan z+ a.
Y 2y

En conclusion

2b — 2
ac Arctan S a.
2y

br +c¢ _a 9
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Exercice 16

= Montrer qu’il existe a, b, c € R tels que

1 a br +c
Yo € RA{1}, 1:3—1:x—1+:r2+x—|—1’

/ dz
3 -1
5.2.5 Formules de trigonométrie réciproque

Proposition 5.2.15

Vz € [-1,1], Arcsinz + Arccosz = g,

Utiliser ce résultat pour calculer

1 z siz >0
Vr € R*, Arctanx + Arctan — = { 2 S
x _r
2

Exercices 17

= Montrer que

T
T2 < Arctanz < 5~

= Montrer que
x

VI+a?

Vz € R, sin(Arctanz) =
= Calculer la dérivée de la fonction d’expression

1 -
—g + Arcsinwy.

Simplifier cette expression lorsque z € [—3F, 22 ].

5.3 Fonctions trigonométriques hyperboliques

Définition 5.3.1

On définit les fonctions sh et ch sur R par

Vx € R, chx:z% et sh:c::e

Exercice 18

= Résoudre ’équation 7chz + 2shx = 9.

Proposition 5.3.1

chz +shx =e”,
ch?z —sh?z = 1.

Exercice 19
= Pour tout x > 0, on définit

1
= A —_
y () rceos g

Montrer que y (x) € [0,7/2[, calculer 1+ tan?(y(z)) puis en déduire une autre expression de y ().
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Proposition 5.3.2

ch et sh sont dérivables sur R et

VzeR, ch'z=shz et sh’'z=cha.

Proposition 5.3.3

— ch est paire et sh est impaire.
— On a
chr — +00 et chx —— 400,
x—+00 T—r—00
she — 400 et shz — —o0.
T—+00 T—r—00
. 7
Remarque

= Si f et g sont deux fonctions respectivement paires et impaires telles que

VreR, & =f(x)+g(2)

alors f = ch et g = sh. C’est pourquoi on dit que ch est la partie paire de ’exponentielle et que sh est sa
partie impaire.

Proposition 5.3.4

— ch est strictement décroissante sur R_ et strictement croissante sur R, .
— sh est strictement croissante sur R.

— VreR, chx>1.

— VzeR, [shz=0<=2=0] et [shz>0<z2>0].

Proposition 5.3.5

— sh réalise une bijection de R dans R.
— ch n’est pas injective sur R, mais

Ve,y €R, chx=chy=[r=y ou z=—y.

En particulier, ch est injective sur R..
— ch réalise une surjection de Ry dans [1, +00[.

Yy € [1,+o00[, FzxeRy, chz=y.
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=

y =sh z

Remarque

= Le graphe de la fonction cosh est obtenu en laissant pendre une chaine entre deux points. C’est pourquoi, le
graphe de cette fonction est aussi appelé « chainette ».

Exercice 20

= On appelle Argsh la bijection réciproque de sh. Donner une expression de Argsh z & ’aide des fonctions
usuelles.

Définition 5.3.2

On définit la fonction th sur R

th: R — R
xr —> sha
chz’

Proposition 5.3.6

th est dérivable sur R et

Ve eR, thz=1-th?z= 12
ch”z

En particulier th est strictement croissante sur R.

Proposition 5.3.7

7
| .

— th est impaire.
— On a
the —— 1 et thz —— —1.

T—r—+00 T——00

Proposition 5.3.8

7
| .

th réalise une bijection de R dans |1, 1[.
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11 Y
y=thz
: : : —
1
Remarque
= La substitution
cos — ch
sin — 1ish
tan — ith

transforme une formule de trigonométrie circulaire

Exercice 21

= Pour tout z € R et n € N, calculer

en une formule de trigonométrie hyperbolique.

Z sh(kx).
k=0



